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Ocena parameﬁ'a oblika dvoparametarske 'Vejbulove funkcije
pouzdanosti preko srednje vrednosti stepene funkcije vremena rada
do otkaza

Dr Slavko Tomovi¢,dipl.inz."”

Data je metoda za odredivanje parametra oblika dvoparametarske Vejbulove funkcije pouzdanosti pod pretpostav-
kom da moZemo Vejbulovu funkeiju zameniti s eksponencijalnom zamenom stepene vremenske promenljive linear-
nom funkcijom i tako dobiti eksponencijalni oblik. Primenjena je iterativna metoda za izralunavanje ocene paramet-
ra oblika Vejbulove funkcije a zatim i parametra razmere. U izralunavanjima je primenjena aproksimativna metoda
izra¢unavanja vrednosti gama funkcije. Metoda je ilustrovana prakti¢nim primerom. Na kraju je Monte Karlo si-

mulacija primenjena za analizu efikasnosti metode.

Kljucne reci: Vejbulova raspodela, srednja vrednost, standardna devijacija, koeficijent varijacije, gama funkcija, pa-
rametri funkcije raspodele, pseudosiutajni brojevi, modelovanje metodom Monte Karlo.

Uvod

U statistiCkim analizama, posebno u analizama pouzda-
nosti tehni€kih proizvoda, vaznu ulogu igra zakon ras-
podele slucajne veli€ine koja se statisti¢ki posmatra. U op-
tem slu€aju ovaj se zakon ne poznaje, pa se mora proceniti
na osnovu statisti¢kih podataka iz prethodnih ispitivanja.

Postoje i takvi zakoni raspodele koji pokrivaju §ire pod-
ru¢je raznih raspodela, naime koji se u nekom podrucju
preklapaju s drugim raspodelama. Takav je npr. Vejbulov
zakon raspodele. Posmatrajuéi slu¢aj dvoparametarske Vej-
bulove raspodele, npr. vremena rada do otkaza nekog proi-
zvoda za koji funkcija pouzdanosti (verovatnoca da ¢e proi-
zvod pod odredenim uslovima bez otkaza obavljati predvi-
denu funkciju duZe od vremena f) ima oblik:

R(t)=exp(-y¢’) ¢

gde su: f- parametar oblika i y- parametar razmere. Za raz-
ne vrednosti parametra f, vremenski oblik funkcije R(t)=f
(t) moZe da poprimi oblike gama raspodele, normalne ras-
podele, meSovite Vejbulove — eksponencijalne rapodele [1],
a zay = 1 svodi se na eksponencijalnu raspodelu. Zbog
ovako "elasti¢nog" ponaSanja Vejbulov zakon raspodele je
izuzetno pogodan u mnogim prakti¢nim sluéajevima, da
zameni nepoznat stvarni zakon raspodele. Ova raspodela
dobro pristaje posebno u proizvodima koji relativho brzo
stare ili se intenzivno habaju. Ona je jednostavna i laka za
uklapanje u primenjene softvere.

Pokazatelji koji karakteriSu neku slu¢ajnu veli¢inu ¢ su
srednja vrednost T,,, standardna devijacija o, i koeficijent
varijacije slucajne v, veli¢ine #. Oni su definisani izrazima:

1 ¥ '
To= m 27 ti 2)

b Mirka Tomiéa 3/3, 11000 Beograd.

I & 2
= 2 (6T, 3
o=\mg &) ©)
v=le )
(o)

gde je t; vreme rada do otkaza proizvoda.

T, i ¢, imaju dimenziju slu¢ajne veliine #; a v; je bezdi-
menzionalna veli¢ina. Njena vrednost se kre¢e od 0 do 1 i ka-
rakteristi¢na je za razne raspodele. Tako, se radi orijentacije,
moZe smatrati da je za vrednosti koeficijenta varijacije do
0,33 obi¢no u pitanju normalna raspodela, od 0,4 do 1 Vej-
bulova a za v = 1 eksponencijalna raspodela (2). Kada je u
pitanju neprekidna slu¢ajna veli¢ina (kao §to je vreme 1;), koe-
ficijent varijacije za stu¢aj dvoparametarske Vejbulove raspo-
dele ima oblik:

®)

gde je sa I predstavljen indeks gama funkcije.

Iz izraza (5) moZe se indirektno, poznavanjem vrednosti
koeficijenta varijacije, izracunati i vrednost parametra obli-
ka Vejbulove raspodele posto se iz datog izraza vidi da taj
parametar moZe da se posmatra kao inverzna funkcija koe-
ficijenta varijacije § = f (v). Metoda za ocenjivanje para-
metra oblika dvoparametarske Vejbulove raspodele preko
koeficijenta varijacije opisana je u [2].
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Tabela 1. Neke vrednosti gama funkcije

. namenjén za tabelarne proradune i omoguda-

Robr] 1 2 3 4 5 1 6 7 3 ) 0 va izratunavanja bilo kojih matemati¢kih fu-
b | 11 2 113 | 141 15 16| 171 181 19 | 20 nkcija, ukljucujudi i statisticke kao $to je ov-
Loy | 0:0513[ 09181 [0.8974 10,8872 0.8862 | 0.8935 | 0.9086 [ 0.9313 | 0.9617 | 10000 deslucaj.
@ 7 7 6 3 s e s | 771 o Ne upustajuéi se u rad s programom Excel,

U prakti¢nim izraGunavanjima je potrebno da se za dati
skup sluéajno promenljive veli€ine x; pretpostavi donja po-
&etna vrednost parametra fi; a zatim se sukcesivno postupak
ponavlja s vredno§¢éu parametra oblika §; = f;.;+AB. Pri to-
me ¢ée u pocetku vrednost desne strane relacije (10) biti veca
od vrednosti leve strane, ali se ova razlika u daljim koracima
smanjuje i postupak se prekida ¢im se uspostavi relacija:

T

I
i1+
[ B j
Najmanja vrednost parametra § pri kojoj vaZi (17), smat-
ra se konaénom ocenoim stvarnog parametra.

} U momentu kada se postigne ovo stanje, izralunava se i
vrednost ocene parametra razmere y iz izraza:

an

1 /3—
N.Zti 2

(18)

Prakti¢an primer
Primenu metode ilustrovaéemo na primeru odredivanja
| ocene parametara dvoparametarske Vejbulove funkcije po-
| uzdanosti, pri Eemo ¢e sluéajnu veli€inu predstavljati vreme
rada u Sasovima do otkaza posmatranog proizvoda.
1z teorije pouzdanosti tehniCkih sistema poznato je da se
ova funkcija izraZava u obliku:

R(t) = exp (—ytﬁ)

,

U tabeli 2 je prikazan statisti¢ki niz od N = 25 vrednosti
vremena u ¢asovima rada do otkaza nekog proizvoda, sre-
denih u rastuéem poretku. Na osnovu podataka iz tabele iz-
ratuna se srednje vreme rada do otkaza i za dati skup ono
iznosi: ~

1 25
T, =— )t =838.61h
s 25’; i

Tabela 2. Vremena rada do otkaza proizvoda

Red.br. V(';‘“:l‘(‘:’zf Red.br Vg";kma‘;g" Red.br. V(‘)‘:{(‘;‘“'Z:" Red br Vﬁl’:;:o
! (h) ! ) ! (h) ! ()
T (32244 | 8 | 56722 | 15 | 70025 | 22 | 136106
2 | 49861 57532 | 16 | 73957 | 23 | 141842
T3 | 52372 | 10 | 58000 | 17 | 767,33 | 24 | 1627,64
4 | 52441 | 11 | 58052 | 18 | 882,57 | 25 | 283700
75 | 53052 | 12 | 58195 | 19 | 913,00
6 | 53164 | 13 | 58486 | 20 | 103293
7 | ss254 | 14 | 696,17 | 21 | 103521

Izraunavanja se mogu vr§iti pomocu raznih racunarskih
programa. Ovde éemo napomenuti moguénost koje ima
program Microsoft Excel iz programskog paketa MS Office,
§iroko dostupnog korisnicima racunara. Program Excel je

.dat je samo izvod iz proratunske tabele, onaj
deo iz kojeg se vidi kona¢na procena para-
metra oblika iz naSeg primera. U tabeli 3 je u susednim
kolonama dat uporedno i prikaz vrednosti leve i desne
strane relacije (17). Prethodno se grubo ispita razlika leve i
desne strane izraza (17) za neke donje i gornje vrednosti
parametra f i na taj nacin se suzi opseg u kojem se nalazi
parametar oblika. U na§em primeru to je u€injeno graficki
prema sl.1 pomocu programa Excel, a zatim su u tako
suZenom opsegu, s manjim priraStajem Apf, izvrSena
kona&na izraSunavanja &iji rezultati se vide u tabeli 3.

IUNE(t; )P (T /M1+1/B)F
4000.00

2000.00

0.00

—2000.00
1.68 1.69 1.701.711.721 .73 1.74 1.75 B

Slika 1. Grafitko odredivanje uZeg opsega za izralunavanje parametra § '

Tabela 3. Izvod iz tabelarnog izratunavanja prema relaciji (17)

Tsn=838.60
P25 (T/TA+UBY EafR5-(T/TA+UB)Y B TU+UP)
59269.3  60765.27533 -1495.976342 1.61 0.89607
63625.16  65125.70667 -1500.550339 1.62 0.89558
68303.66  69797.2920} -1493.632087 1.63 0.89511
73328.89  74803.42658 -1474.531713 1.64 0.89465
7872676  80166.52129 -1439.763411 1.65 0.89421
84525.09  85911.8161 -1386.721531 1.66 0.89379
90753.85  92068.03699 -1314.189783 1.67 0.89338
9744521  98662.6248 -1217.411093 1.68 0.89299
104633.8  105748.5418 -1114.722929 1.69 0.89251
112356.9  113299.2942 -942.3956751 - L7 0.89224
120654.5  121408.5654 -754.0673972 171 0.89189
120569.7  130094.2843 -524.5986918 172 0.89156
139148.8  139402.4552 -253.672617 173 0.89123
149441.6 1493719271 69.68298147 1.74 0.89092

Na sl.1 vidimo da je za f =1.73 razlika negativna, a za f =
=1.74 pozitivna §to znagi da se izmedu tih vrednosti nalazi
stvarna vrednost parametra oblika.

Za veéinu prakti¢nih primena dovoljne su broj¢ane vred-
nosti zaokruZene na dva decimalna mesta. U naSem prime-
ru, dobili bi za vrednost ocene parametra oblika f =1.74 jer
bi prirastajem AB = 0.01 razlika postala pozitivna .za
vrednost f = 1.74.

Postoje i drugi jednostavni a efikasni programi za ovak-
va izratunavanja, kao §to je npr. program Turbo basic, ko-
jim mogu brzo da se generiSu vrednosti gama funkcije i vr-
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Se sve ostale operacije pri statistickim izraGunavanjima. On
zahteva minimalnu memoriju i moZe se lako pozvati i sa
obiéne diskete bilo iz DOS-a bilo iz Windowsa.

U tabeli 3 nisu prikazani svi redovi i kolone radne tabele
u Excelu, koja sadrZi vrednosti statistickog skupa vremena
rada do otkaza i svih meduvrednosti, ve¢ je prikazan samo
insert koji je najbitniji za kona&nu ocenu i za suZen opseg
vrednosti parametra f3. ’

Kada se u naSem primeru sprovedu sva rutinska izratu-
navanja prema relacijama (10-18), dobija se za parametar
oblika f vrednost:

p =1.739
Parametar razmere y se izracunava iz izraza (9) kao: -

1 25 5 ! >
=— Dt | =674-10"
=z 3)

Verifikacija metode simulacijom Monte Karlo

Da bi izvrsili analizu efikasnosti predloZene metode za
ocenu parametara dvoparametarske Vejbulove funkcije ras-
podele, pretpostavi¢emo da su nam parametri £ i y poznati,
na osnovu njih modelovati za Vejbulov zakon raspodele
shu€ajni skup po metodi Monte Karlo i tako dobijenim slu-
¢ajnim skupom ponoviti izratunavanja kao da parametri ni-
su poznati. Valjanost metode ¢e se oceniti preko tacnosti s
kojom se ocenjeni parametri podudaraju sa stvarnim (poz-

atim) paramefrima §to je danas onSte ptimenien nristun.

rametara. MoZe se uzeti da se tacnost povecava s kvadrat-
nim korenom povecanja veli¢ine ispitnog skupa, tj. ako se
npr. veli¢ina skupa poveca 100 puta tadnost ée se povedati
10 puta. Kori$¢enjem raunara ne postoji problem veli¢ine
skupa, zbog fega se metoda Monte Karlo, koju je inate
odavno predloZio Nojman, intenzivnije afirmisala tek s pri-
menom savremenih racunara.

U naSem primeru generisaéemo prema formuli (20) 500
pseudoslucajnih brojeva za koje smatramo da reprezentuju
vredenosti funkcije raspodele, tj.da je F(x;) = p; i izrauna-
¢emo njima odgovarajuce vrednosti:

1-F(x)=p; (21)

Sada ¢emo modelovati primerke skupa slugajne veli¢ine
x; preko izraza (19), uzimajuci za stvarne vrednosti para-
metara B 1y vrednosti izraunate u prethodnom primeru.

Po izrazima (10-18) a za prirast parametra 8, Af =
=0.00005 izratunaéemo ocene ovih parametara. Primenom
predloZene metode na modelu uzorka generisanom meto-
dom Monte Karlo dobljamo ocenjene vrednosti f'=
=1.74145 1 y =7.15-10°. Ove su vrednosti bliske stvarnim
vrednostima za £ i y sa greSkom :

ABIB=(B-B)B=000245 ili 0.245 %

Ayly=(y¥)y =0.0336 ili 3.36 %

. . CRE .
gde su B 1y stvarne vrednosti parametaraa f iy vrednosti
procenjene koriS¢enjem slu€ajnog skupa modelovanog

1 2 . d

- T

—

! | | i

7—

wl

vrednosti ovi 'h vremena izra€unatih prema relaciji:

x= {In[1-Fe)lyy V7 (19)

gde su: F(x;)- funkcija raspodele slucajne veli€ine x;, koja je
prema sustini metode Monte Karlo takode slucajna veli¢ina i
koja se pokorava uniformnoj raspodeli, a £ i y- poznati para-
metri Vejbulove raspodele modelovane slugajne veliCine x;.
Primena metode Monte Karlo svodi se na generisanje
slugajnih brojeva koji imaju uniformnu raspodelu ili pseu-
doslu€ajnih brojeva koji imaju ieljene osobine slu€ajnih
brOJeva Ovaj drugi slu¢aj je Ce$éi i pogodniji za upotrebu a

SURUIPIE JEPUE ST - * SV 5. SRR DRSS, (R PN A

Zakljucak

S obzirom na znaCaj odredivanja zakona raspodele slu-
&ajne veli€ine i njegovih parametara, posebno pri analizama
pouzdanosti tehnickih sistema, od interesa je brzo i efikasno
izraCunavanje ovih parametara. Kao prvi zadatak postavlja
se odredivanje zakona raspodele. Veoma {esto se moZe
pretpostaviti dvoparametarska Vejbulova raspodela kada je
mogu¢ pojednostavljen prilaz.

Primena Vejbulove raspodele ima opravdanje, koje leZi
u osobinama te raspodele, zbog ega se u praksi sve vise
uvaZzava.
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Two-parameter Weibull function parameter estimation by time to
failure power function mean value '

This document presents a metod for estimating the parameters of the 2-parameter Weibull reliability function on the
assumption that we can express Weibull function as the exponential function by the change of the true power random
variable whith the linear variable getting so exponential case. The itterative method is used for the estimation of the
shape parameter of the Weibull function and then its scale parameter. In the method is used an aproximation for the
values calculation of the gamma function. The methodology is illustrated by a practical example. On addition Monte
Carlo simulation is used for the analysis of the method efficience. )

Key words: Weibull distribution, mean value, gamma function, parameters of the reliability function, random num-
bers, Monte Carlo simulation.

Estimation des paramétres de la fonction de fiabilité de Weibull a
deux parametres en utilisant la valeur moyenne d’une fonction
puissance de la durée avant défaillance

On donne une méthode pour déterminer les paramétres de la fonction de fiabilité de Weibull & deux paramétres en
supposant que la fonction de Weibull peut &tre remplacée par la fonction exponentielle d’une maniére suivante: la va-
riable aléatoire de puissance est remplacée par la fonction linéaire. La méthode itéractive est appliquée pour calculer
Pestimation du paramétre de forme de la fonction de Weibull et puis du paramétre d’échelle. La méthode '
d’approximation pour la calculation de Ia fonction gamma est utilisée aussi bien que la simulation de Monté-Carlo
pour Panalyse de Pefficacité de la méthode. '

Mots-clés: distribution de Weibull, valeur moyenne, déviation standard, coefficient de la variation, fonction gamma,
paramétres de la fonction de distribution, nombres pseudo-aléatoires, modélisation par la méthode de Monté-Carlo.




