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O dvojnom karakteru vektora polozaja

Dr Zoran Dragkovi¢, dipl.meh."

Jo§ uvek prisutna dilema — da li je vektor poloZaja zaista vektor
sustini, radi o jednom primeru dvostrukog tenzorskog polja.

Kljucne reci: vektor poloZaja, dvostruka tenzorska polja.

Uvod

PSTE je poznata definicija da vektor poloZaja pred-

stavlja “ ... vektor Ciji se pocetak nalazi u polu, a kraj
u posmatranoj tacki.” ([1], str. 3). Ipak, kada naide na pot-
puno opreéne stavove dvojice istaknutih pripadnika
beogradske Skole mehanike — “ ... vektor poloZaja jeste
vektor i u «tenzorskom smislu».” ([2], str. 865) i “ ... vektor
poloz aja ne predstavlja vektorsko polje ...” ([3], str. 3) —
dak 1 bolje upuéen ¢&italac moZe biti zbunjen takvim
nesaglasjem, koje i danas zna da zaiskri u raspravama posle
nekih saoptenja u usko nau¢nim krugovima.

Nesklon apriornom opredeljivanju za neko od tih
miSljenja, potpisnik ovih redova se — i kad se upoznao sa,
reklo bi se valjanim, potkrepljenjima autord — pre vi$e od
petnaest godina (a u vezi s izvesnim razmatranjima teorije
ljusaka) ipak zapitao: postoji li neki srednji (da li i “car-
ski”?) put izmedu ovih, naizgled nepomirljivih, stavova?

U nastojanju da se da celovit (da li i konacan?) odgovor
na to pitanje, trebalo se vratiti u sad ve¢ daleke Sezdesete
godine proslog veka kada je mehanika kontinuuma doZiv-
ljavala pravi uspon u radovima Truzdela (C. Truesdell),
Tupina (R.A. Toupin), Eriksena (J.L. Ericksen), ... (ali i
nasih autora — pre svega R. Stojanovica) i kada je jedno od
osnovnih poglavlja u tada$njim kursevima iz mehanike nep-
rekidnih sredina bilo i poglavlje o dvostrukim tenzorskim
poljima.

O dvostrukim tenzorskim poljima

Teorija dvostrukih tenzorskih polja je relativno miada —
—moZe se smatrati da je ona strogo zasnovana i sistematski
izloZzena u radu [4] objavljenom 1960. godine. Da bismo
istakli o kakvom se uopStenju tenzorskog racuna radi, naj-
re_¢emo unoredo navesti definiciie matematickih obiekata
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. su, pri tome, ove velitine zavisne od tacke prostora x' u

kojoj se posmatraju, onda se govori o tenzorskom polju:

Ty = ( D 3)
Medutim, mogu se uvesti takvi tenzori, odnosno takva
tenzorska polja koja bi bila istovremeno definisana u
medusobno nezavisnim ta¢kama dva prostora ili dve oblasti
tih prostora ili pak u razli¢itim tackama dve oblasti istog
prostora.
Naime, radi se o sistemu funkcija oblika:
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¥ From everyday experience, we all have some idea as 1o the meaning of

the following terms [space, time and matter] ... . However, we would
certainly find it difficult to formulate completely satisfuctory definitions. ...
Space ... is closely related to the concepts of point, position, direction and
displacement.” ([19], str. 1-2). Ovde je, za sada, prostor odreden kao skup

svxh tacaka o, xz ,x") za sve moguce realne vrednosti promenljivih x';
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koji je dat u odnosu na sisteme koordinata x' i X’ u tim pro-

storima ili oblastima i koji se pri istovremenim koordinat-
nim transformacijama (1) i transformacij ama®:

X'=X'(x"y (I,J=1..,N) (5)

transformi$e prema zakonu ([4], str. 805):
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Ocigledno, ako se vr§i samo koordinatna transformacija
(1), zakon transformacije tog sistema se svodi na zakon

transformacije tenzora tipa T, i-b " au sluaju transformacije

(5) na zakon transformacije tenzora tipa T_,'l‘m 70 - Stoga je i

sistem (4) ipak tenzorske prirode, a kako je definisan u
tackama dva prostora — dva polja, kaZe se da odreduje
dvostruko tenzorsko polje (p+P+q+Q)-tog reda, p+P puta
kontravarijantno i g+Q puta kovarijantno ([4], str. 805).

Poseban slucaj dvostrukog tenzorskog polja predstavlja,
npr. sistem oblika:

Ty =T o' X @)
koji se pri koordinatnoj transformaciji (1) ponasa kao “obi-
gan” tenzor, a pri transformaciji (5) kao sistemn skalarnih
funkcija, tj. skalarnih invarijanata ([5], str. 38):

grivedy o 0 TN ity i
Tf] wody (.X ’X ) - Tl]wfq (x ’XI) (8)

Ukoliko je sistem (7) jo§ i konstantna skalarna
mvaujanta u prostoru ili oblasti (polju) promenljivih X', §to
znati da je oblika:

Ji
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tada se dvostruko polje (7) svodi na “obi¢no” tenzorsko

polje. Prema tome, obigni tenzori zaista mogu da budu

posmatrani kao posebna vrsta dvostrukih tenzorskxh polja.
Prostori promenljivih x' (=1,..,n) i X' (=1,...N)

otigledno su dimenzija n i N, pa je mogude razhkovati

sledeéa dva slutaja ([4], str. 806):

1. N<n; prostor promenljivih X' moze da se posmatra kao
neki potprostor prostora promenljivih x' (tj. obvojnog
prostora); taj potprostor definisan je jedna¢inama oblika:

X =x(X" (10)

pri ¢emu tagki potprostora s koordinatama X' odgovara
ta ista tacka obvojnog prostora, ¢ije su koordinate sad
x(x');

2. N=n; u ovom slu¢aju se postojanje dve oblasti definisa-
nosti dvostrukih tenzorskih polja obitno interpretira na
sledeca dva nadina: ' '
a) koordinate x' i X’ posmatraju se kao koordinate dveju

tataka u istom prostoru i u odnosu na jedan koordi-
natni sistem,;

*17a koje se, sliéno kao i u (1), pretpostavlja da je |:7Y/ ax'l #0!

b) medutim, x' i X’ mogu da se smatraju i sistemima
koordinata u dvema oblastima istoga prostora; pri tom
se pretpostavlja da izmedu tih oblasti postoji
preslikavanje oblika (10).

Treéi slu€aj N>n nije od interesa, jer je sliCan slu€aju
pod 1) i moZe na njega da se svede.

Napomenimo da se za dvostruka tenzorska polja uvode
algebarske i1 diferencijalne operacije ([4], str. 809-813),
koje su odredena uopstenja takvih operacija u “obi¢nom”
tenzorskom radunu, ali o tome ovde neée biti reéi.

Izvori dvostrukih tenzorskih polja

Upravo ¢e navedenim tumacenjima uzajamnih odnosa
oblasti definisanosti dvostrukih tenzorskih polja odgovarati
sledeéi sistemi veligina, koji mogu da budu smatrani zace-
cima teorije takvih polja, jer je za te veli€ine od ranije bilo
poznato ili uvedeno da imaju dvojako ponaSanje pri tran-
sformacijama koordinatnih sistema u odnosu na veli¢ine
koje se posmatraju.

Kada se u diferencijalnoj geometriji govori o povrsi u
trodimenzionalnom euklidskom prostoru, koja je odredena
parametarskim jedna¢inama oblika ([5], str. 184):

=W (=123 a=12) - an

gde su 7' Dekartove (Descartes) pravougle koordinate, a u®
neke generalisane koordinate na samoj toj povréi (tzv.
Gausovi (Gauss) parametri), tada se posmatra i ovakav
sistem drugog reda:

oz’

ou”
koji obrazuju gradijenti skalarnih funkcija Z(u%); za taj
sistem se utvrduje ([5], str. 186-187) da ima dvostruku

prirodu: u odnosu na trodimenzionalni obvojni' prostor on
se, pri koordinatnoj transformaciji u tom prostoru:

(12)

7' =7'(z)) (,j=123) (13)
ponasa kao kontravarijantni vektor
aZ' o7 T : .
= - i,j=12,3; at=const. (14)
o a7 )

a promenljive #”* imaju ulogu parametara za obvojni
prostor, tj. za transformaciju (13); posmatrano pak, u
odnosu na povr$ (potprostor trodimenzionalnog euklidskog
prostora), sistem (12) se, pri zameni promenljivih #” na
samoj povrsi:

it =u"w) (uB=12) (15)
transformise kao kovarijantni vektor:
o7 37 ou’
on* ouf om”
dok sad funkcije 7 promenljivih na povrsi ostaju
invarijantne pri transformaciji (15); no, ukoliko se
koordinatne transformacije u obvojnom prostoru i
potprostoru, (13 i 15), izviSe istovremeno, onda se sistem
(12) transformise po slede¢em zakonu:
%z _ 0 o7 ou’
ou*  ou’ 3z’ ou”

(i = const.; A, ﬁ—l 2) (16)

amn
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i stoga odreduje dvostruko tenzorsko polje drugoga reda, jer
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u definiciji dvostrukih tenzorskih polja. Naravno, takva
razmatranja mogu da budu preneta i na n-dimenzionalne
obvojne prostore i njihove N(<n)-dimenzionalne potpros-
tore ([4], str. 810), ali to ovde nije od interesa. Da bismo
ilustrovali sloZenost dvostrukih zakona transformacije,
navedimo da bi izrazi (17) — u slu¢aju da se radi o koordi-
natnim transformacijama izmedu Dekartovih sistema z'

('=x,72=y,2=2)i 7 (T =%, 7°=5,7°=7) od-
nosno izmedu geografskih koordinata u* (u' =@, u* =19) i
“(i=p,u
— urazvijenom obliku glasili:

=9 )na nekoj sfernoj povrsi r=7 = const. —

Tek je u mehanici kontinuuma (iju disciplinu svakako
predstavlja i teorija ljusaka!), preciznije u tzv. teoriji velikih
deformacija, ideja o dvostrukim tenzorskim poljima razvije-
na u tolikoj meri i na takav na&in da je omoguéila izgradi-
vanje teorije tih polja onako kako je to u [4] uginjeno.
Naime, pokazalo se da se za opisivanje neprekidne sredine
(materijalnog kontinuuma) moraju koristiti dva, u opstem
slu¢aju krivolinijska, koordinatna sistema ([7], str. 241; [8],
str. 13; [9], str. 15; [10], str. 23 1 32; [11], str. 12). Prvi je
31stem materijalnih ili Lagranzevih (Lagrange) koordinata
X' (I=1,2,3), u odnosu na koji se oplsUJe pocetma konfi-
guracija neprekidne sredine; drugi je sistem prostornih ili

Ojlerovih (Buler) koordinata x' (i=1,2,3),
koje u svakom trenutku vremena

F _xdxop Odydxop 0%2Jxdp WY Oy X% I &Y odreduju poloZaj u prostoru bilo koje
0F 0p ox 09 a<p dy 0@ a<p 0z 0f 0¥ Ox 0p 00V dy of 00 9z 0Q materljalne tacke X’ posmatrane neprekidne
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Medutim, iako je teorija dvostrukih tenzorskih polja

"iskori§¢ena kao matematicki aparat prvenstveno u mehanici
~kontinuuma (pri-opisivanju ponaSanja neprekidne sredine u

odnosu na dva koordinatna sistema), ona moZe da bude
primenjena i u drugim fizikalnim teorijama (ali i matema-
tickim, kao npr. u diferencijalnoj geometriji). Razlog ovak-
vom uverenju jeste jedan poseban primer dvostrukih
tenzorskih polja — tzv. operatori paralelnog pomeranja
(“Euclidean shifters”, str. 806 u [4]; “shifting operators”,
str. 97 u [12]). To su sistemi veli¢ina oblika:

=g X" (G,j.1.7=123) (26)

pomocu kojih moZe neki vektor i, uopste, tenzor definisan u
tagki x' prostora, paralelno da se prenese u neku tatku x!
tog istog prostora i obrnuto. Oni su definisani relacijama
oblika:

py ox' 0z’

8r = Ja_zj—aX[ (27)

gde su 7' i 7' Dekartove pravougle koordinate (u odnosu na

isti koordinatni sistem) pomenutih dveju tafaka prostora

(izmedu kojih se vrsi paralelno pomeranje) i povezane su s

krivolinijskim koordinatama x' i X' tih tadaka relacijama
oblika:

Vektor poloZaja kao dvostruko tenzorsko polje

Kao primer kori§¢enja pomenutih operatora paralelnog
pomeranja, u [14] se izvode sledeci izrazi** za koordinate
vektora poloZaja tacke P u odnosu na tacku P, (u opStem
sluaju se pretpostavlja da je P,#0, tj. da se tatka P, ne po-
dudara sa koordinatnim poéetkom O) u proizvoljnom kri- -
volinijskom sistemu x' (i=1,2 3) u trodimenzionalnom eu-
klidskom prostoru***) :

r"<P,a)=Jg,'j,.(P,M)'dxf‘<M> |
| 31)
1M, P) e’ )

;v'——:c ‘

a to ukazuje na to da vektor poloZaja pripada kategoriji
dvostrukih tenzorskih polja ili tzv. dvotakastih tenzo-
ra****): “The position vectors belong to the category of
two-point tensors.” ([14], str. 500); pri tome: “With respect
to the first point indicated behind the kernel letter r, they
represent an ordinary vector and with respect to the second
point, an absolute scalar.” ([14], str. 500), 8to znaci da (31)
predstavlja, u stvari, sistem oblika (7).

Dakle, zaista ‘“vektor poloZaja jeste vektor i u «tenzor-
skom smislu»”, dok bi tvrdnja da “vektor poloZaja ne pred-
stavlja vektorsko polje” dobila svoje puno znacenje tek ka-

P i (g -
) ¥ =x() (=123 28 da bi glasila: “vektor poloZaja ne predstavija obi¢no vek-
1 torsko polje”, jer se zapravo radi o dvostrukom tenzorskom
=x"(z"y U,J=123) (29) polju. Medutim, ovaj bipunktualni karakter vektora polo-

kojima su, u stvari, uvedena.dva nezavisna generalisana
koordinatna sistema u okolinama tih tataka prostora; pri

opétim koordinatnim transformacijama (23 i 24) u tim-

okolinama, sistem (26) ée se transformisati prema zakonu:
; 8" ox’
g = (30)
8= 810 axT

koji je samo specijalan slugaj zakona transformacije (6), Sto
znati da i operatori paralelnog pomeranja takode predstav-
ljaju primer dvostrukih tenzorskih polja. Znacaj ovih ope-

zaja Zesto se previda, jer se obi¢no govori o vektoru polo-
Zaja tatke P u odnosu na koordinatni po¢etak O (tj. pretpo-
stavlja se da je P,=0), pa se zavisnost od tog pocetka (pola)
izostavlja i jednostavno se piSe samo r(P); ¢ak i u [14] se
na str. 87 za vektor polozaJa tatke P u odnosu na tacku P,
koristi oznaka 7(P) i izostavlja po&etna tatka, makar da je
(u vrlo iscrpnom Dodatku, na str. 500) kori¥¢ena doslednija
oznaka r'(P, P,) !

Primer: Koordinate vektora poloZaja u cilindarskim
polarnim koordinatama. Ako se iskoriste izrazi (31), od-
nosno u razvijenom obliku:
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{gj(m,P)} izmedu tataka M(r,9,2) i P(1,,9,,2,) u tom
sistemu (v. npr. (15.1) u [4], (3.A.22) u [14]ili (17) u [13]):

cos(p, —9)  rsin(@,-9) O
=1/, sin(p, — @) r/r,cos(p,—¢) 0 33)
0 0 1

dobija ([14], str. 501):

»
r'(P,P)= j[cos&p,, —@) dr+rsin(p, — @) do]
B

r*(P,B)= J [-1/r, sin(@, — @) dr+r/r, cos(p, — @) do]}

Fo

P
r(P,B)=[dz
F,

(34)
Podesno birajuéi put integraljenja* od P,(r,,¢,,z,) do

P(r,,0,,2, ), npr. preko tadaka (r,,0,,2,) i (75,0,,2,),
moZemo krivolinijske integrale u (34) svesti na obi¢ne:

F'(P,B)=

—J cos(p, — (0)] dr+J rsin(p, — (p)]

r_( "Pn)=

= j[— 1/r, sin(g, —q))] dr+ J [r/7 cos((o,, -9,

Po

Zp
’_3(P,Po)= J.dz

(35)
pa se za koordinate vektora poloZaja tacke P u odnosu na

tadku P, u cilindarskom polarnom sistemu najzad dobijaju
izrazi:

r'(P,R)=r,—r, cos(®, —@,)

P (P,R) =1, /1, 5in(@, =9,) (36)
r3(P’Pa)=zP _Zo

koji se u sluéaju da je P,=0 (tj. r, =0,¢, =0,z, =0) svode
(uz izostavljanje oznake za koordinatni pocetak O) na
dobro poznate izraze za koordinate vektora poloZaja u tom
sisternu: '

r'(P)=r,
r2(P)=0 37
r'(P)=2z,

Razume se, do izrazA oblika (37) moZe se dodi i

neposredno, na uobitajeni nacin, koriste¢i poznate veze

izmedu Dekartovih koordinata z' i cilindarskih polarnih ko-
ordinata x' =r, x° =0, X=z:

*) Nezavisnost krivolinijskih integrala u (31) od puta integraljenja sledi
neposredno iz tzv. kovarijantne konstantnosti operatora paralelnog pome-
ranja (v. [4], str. 810).

SO

7 =rcos@

2 =rsing tgp =22/7' (38)
7=z z2=7

i zamenjuju¢i odgovarajuée izraze za parcijalne izvode u
transformacionim formulama oblika:

ox'

Py i
oz’ |,

i

z} (39

dok bi se izrazi (36) dobili polazeéi od relacija:

;o ox'

) (z2-2)) (40)

P

pri Cemu se koristi Cinjenica da su koordinate vektora
poloZaja u Dekartovom sistemu jednake razlici koordinata
krajnje i podetne tacke.

Medutim, pravi cilj donekle neuobifajenog dobijanja
izrazd (36), polaze¢i od izrazd (31), bio je da se na
konkretnom primeru pokaZe ucinkovitost izrazd (31), uz
dosledno isticanje bipunktualnog karaktera vektora polo-
Zaja. Napomenimo da izrazi (31), osim u nekim opStim
razmatranjima, svakako mogu biti kori§¢eni i za numericko
(dakle priblizno) odredivanje koordinata vektora poloZaja
(naravno uz odgovarajuée aproksimiranje i samih koordi-
nata operatora paralelnog pomeranja u (31)) u slu¢aju rede
koriséenih krivolinijskih sistema, kada su sloZenije i rela-
cije kojima se uvode odnosne krivolinijske koordinate.

ZavrSne napomene

Ovaj rad predstavlja prilog raspravi o (ne)vektorskom
karakteru vektora poloZaja. Naime, ukazivanjem na
dvostruki karakter vektora poloZaja prevazidena je dilema
da li se zaista radi o vektorskom polju (u smislu tenzorskog
racuna): vektor poloZaja jeste, s obzirom na pocetnu tacku,
tzv. apsolutno skalarno polje, ali s obzirom na krajnju tacku
predstavlja i vektorsko polje.

Pimetimo da, ¢ak i da je u uvodu pomenuta tvrdnja da
“vektor poloZaja ne predstavija vektorsko polje” u celosti
ispunjena, to ipak ne bi bio jedini primer veli€ine koja .
svojim nazivom nagoveS§tava, makar u jezi¢kom smislu,
protivre€nost. Recimo tzv. bazni vektori g nekog
koordinatnog sistema X (i=1,2,3) u svom imenu sadrZe
pojam vektor, a zapravo hisu vektori u smislu tenzorskog
raGuna (v. [16], str. 44), nego koordinate (ili komponente,
§to je uobitajen naziv za njih u anglosaksonskoj literaturi)
vektora**, buduéi da zadovoljavaju zakon transformacije
(v. npr. [11], str. 341):

g =%?—,—e (i,j=12,3) 41
gde su ¢; bazni vektori Dekartovih koordinata 7'

Na kraju podvlaimo da je bilo re¢i o vektoru poloZaja
samo u euklidskom prostoru. Naime, “U euklidskom
prostoru ... rasto;an]e Je jednako radijus- vektoru““‘) dok u

#%) Na sliénu nekonzistentnost u posmatranju rezultanti napona (u teoriji
ljusaka) kao vektora, a ne kao vektorskih koordinata, ukazano je u [17].
*#+Radijus-vektor je naziv ko_u se u literaturi takode koristi za vektor
polozajal
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neeuklidskom prostoru ...
svojstva euklidskog radijus-vektora ... .
je izbor «radijus-vektora» proizvoljan.” ([18], str. 284).
Medutim, valja priznati da se celom. ovom prilogu
pristupilo zapravo u uverenju da bi i rekapitulacija izvesnih
(sa)znanja o vektoru polozaja u euklidskom prostoru mogla
da ukaZe na neki novi put u prouavanju neeuklidskih
prostora. To bi trebalo da bude predmet buduéih istraZiva-
nja.

Obavestenje. Autor izraZava zahvalnost prof. dr Veljku
Vujiticu (Matematicki institut SANU, Beograd) na kriti¢-
kom pregledu ovog rada.
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On the position vector dual character

A dilemma still present — whether the position vector is a true vector — is surpassed by pointing out the fact that an example of

the double tensor fields is, in essence, in question.

Key words: position vector, double tensor fields.

Sur le double caractére du vecteur de position

Un dilemme encore présent - si le vecteur de position est vraiment un vecteur - est surmonté par le fait qu'il s agit, en effet,

d'un exemple du champ tensoriel double.

Mots-clés: vecteur de position, champs tensoriels doubles.




