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Stabilnost linearnih vremenski neprekidnih sistema na kona¢nom
vremenskom intervalu: retrospektiva rezultata

Dr Dragutin Lj. Debeljkovi¢,dipl.inz b

U radu je dat iscrpan, hronoloski pregled rezultata koji se bave problematikom stabilnosti ove klase sistema na
kona¢nom vremenskom intervalu. Navedene su brojne definicije, 2 kroz selektivno odabrane teoreme dati su aktuelni
publikovani rezultati, koji odreduju dovoljne uslove stabilnosti i nestabilnosti autonomnih i neautonomnih vremenski

neprekidnih linearnih sistema.

Kljucne reci: vremenski neprekidni sistemi, stabilnost na konanom vremenskom intervalu.

KoriSéene oznake i simboli

Ay ~— matrica sistema, objekta ili procesa, matrica
— matrica upravljanja, matrica
f() - vektorska funkcija

1 — jedini¢na matrica

J — kontinualni vremenski interval

J — tekudi indeks

T — diskretni vremenski interval

Eoo) - kugla

k — diskretni vremenski trenutak, konstanta,

eksponent, tekuéi indeks

M — pozitivno odredena matrica

n — red sistema, dimenzionalnost, tekuéi indeks
P ~ pozitivno odredena matrica,

q — vektor

Sy  —skup

s — kompleksno promenljiva, element skupa S
T ~ konacan vremenski interval

T — vreme

U — skup, univerzalni skup

u(t) - vektor upravljanja

V(,) - Ljapunovljeva funkcija

A — vektor

x(t) — vektor stanja

o — realan, pozitivan broj.

B — realan, pozitivan broj

T — posebna osobina

I'(t) - funkcija
— realan pozitivan broj, realan broj
yt) - funkcija

é — realan pozitivan broj

A — konaéna razlika

P> — realan pozitivan broj

x(t) — skalarna funkcija

A — maksimalna sopstvena vrednost matrice
A — sopstvena vrednost matrice
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— trajektorija
— fundamentalna matrica

Posebne oznake

— zatvoren interval

— otvoren interval
-1

- ili

— iskljuéivo ili

— preslikava

~ sledi

~ ako i samo ako

— za svako

— postoji

— postoji barem jedan
— ne postoji

— koji ima osobinu

— tako da

— pripada

- ne pripada

— skup, sekvenca, niz
— unija skupa

~— presek skupova

— podskup

— razlika skupova

— simetri¢na razlika
~ ekvivalentni skupovi
— granica skupa

— otvoren skup

— zatvoren skup

— komplement skupa

— prazan skup

— po definiciji

— konacna potonja razlika
— posebno znacenje, simbol
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- zavrSetak dokaza

|

. — skalarni proizvod vektora
X — proizvod

% — konvolucija

j ~ integral

S -~ suma

I — proizvod

I(-))  — apsolutna vrednost
(Ol — norma

grad - gradijent

det - determinanta

exp - eksponent

inf - infinum

max -~ maksimum

min - minimum

sup  — supremum

Hronoloski pregled postignutih rezultata

RVI radovi u kojima je zapo&eto razmatranje problema
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu poti¢u

- od ruskih autora: Moiseeva (1948) [1], Kamenkova (1953)

[21, Lebedeva (1954.a, 1954.b) [34] i Chz—Han-Sy-Ina

2ush N @

Ovde su velicine T, o0 i B unapred poznate i zadate.”

U navedenom radu izvedeni su dovoljni uslovi ove vrste
stabilnosti za linearne, nestacionarne i stacionarne autono-
mne sisteme. 7

Posmatrajuéi vremenske odzive linearnih nestacionarnih
sistema, Dorato (1961) [6] je izveo dovoljne uslove stabil-
nosti “na kratkom” vremenskom intervalu, a iskazani su
preko koeficijenata sistema diferencijalnih jednalina. S
druge strane, izvedeni su i potrebni i dovoljni uslovi stabil-
nosti na “kratkom” vremenskom intervalu, iskazani kroz

. matricu impulsnih odziva razmatranog sistema.

Weiss, Infante (1965, 1967) [7,8] su uopstili Ljapunovlje-
vu metodu, dozvolivii da agregaciona funkcija i njen totalni
izvod duZ kretanja sistema, budu po znaku neodredene funk-
cije. Za vremenski neprekidne sisteme, oni su izveli dovoljne
uslove razli¢itih oblika prakticne stabilnosti i stabilnosti na
kona¢nom vremenskom intervalu, razmatrajuéi sisteme kako
u slobodnom, tako i u prinudnom radnom reZimu, a na vre-
menski invarijantnim, skupovima u prostoru stanja.

U radu [9] Weiss (1967), daje modifikovanu verziju sta-
ndardne definicije stabilnosti na konatnom vremenskom
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[18], a kroz klasifan pristup metode pode¥avanja polova.
IzloZeni rezultati su manje konzervativni u odnosu na pret-
hodne izvedene kori§¢enjem ljapunovskog prilaza, a poseb-
no su zgodni i jednostavni za prakti¢nu implementaciju.

Generalizacija svih prethodnih rezultata data je u radu
[19], Heinen, Wu (1971), a kroz novi koncept stabilnosti
nazvan “set stability”. Lako se pokazuje da posebni slu¢a-
jevi ove vrste stabilnosti odgovaraju ranije iznetim koncep-
tima i, u suStini kao i prethodni, bave se pitanjima granica
do kojih dosezu reSenja nelinearnih, nestacionarnih sistema,
bilo u slobodnom, bilo u prinudnom radnom reZimu unutar
zadatih vremenski promenljivih skupova. NaZalost, kao i u
nekim prethodnim slu¢ajevima, dobijeni su i potrebni i do-
voljni uslovi, ali u razjedinjenim formulacijama, $to done-
kle umanjuje vrednost iznetih rezultata.

Potrebne i dovoljne uslove kontraktivne stabilnosti izveo
je Kayande (1971) {20] za klasu nelinearnih, nestacionarnih
sistema.

Yau—

U radu [31], Grippo, Lampariello (1976), izvedeni su
dovoljni uslovi praktiéne stabilnosti velikih sistema. Ovi
uslovi dati su u obliku vektorskih kvazi-Lajpunovljevih
funkcija, Cije komponente mogu da zavise, u opitem slu-
¢aju, od vektora stanja podsistema koji obrazuju osnovni si-
stem. Isti ti uslovi iskazani su u posebnoj agregacionoj for-
mi, u kojoj granice kretanja igraju ulogu agregacionih pro-
menljivih.

Koriste¢i koncept vektorske agregacione funkcije, Grujié
(1977.a) [27] je izloZio nove rezultate o praktitnoj stabilnosti
velikih sistema. Ovaj prilaz ne zahteva informacije o osobi-
nama stabilnosti izdvojenih podsistema i sniZava red agrega-
cione matrice sistema na red jednak broju podsistema.

U radu [32] Gruji¢ (1977.¢) je sproveo postupak sinteze
neinercionog adaptivnog upravljanja na kona¢nom vremen-
skom intervalu za nelinearne, nestacionarne objekte auto-
matskog upravljanja. Pokazaho je da predloZeni postupak
ima znagajne prednosti, koje se sumarno mogu izraziti u

o

Gruji¢ (1971, 1973.a, 1973.b, 1975.a, 1975.b, 1975.c,
1977.a, 1977.b) [21-28]uvodeéi &itav niz novih vidova pra-
kti¢ne stabilnosti, kao na primer: praktiénu asimptotsku
stabilnost s vremenom smirenja, prakti¢nu eksponencijalnu
stabilnost s vremenom smirenja itd.

Tako u radu [21} Grujié (1971) razmatra klasu nelinear-
nih, neautonomnih sistema s viSestrukim nelinearnostima.
Izvedeni su dovoljni uslovi prakti¢ne stabilnosti sa unapred
zadatim vremenom smirenja, i to, u formi koja iskljucuje
znalaj razmatranih nelinearnih karakteristika, tako da se isti
mogu interpretirati kao uslovi “apsolutne” prakti¢ne stabil-
nosti. _

U radu [22], Gryji¢ (1973.a), ponovljeni su rezultati pre-
thodnog rada, a u [23], Grujié (1973.5), u izvesnoj meri, oni su
progireni na problem prakti¢ne stabilnosti “velikih sistema”.

Dovoljni uslovi prakti¢ne stabilnosti sa zadatim vreme-
nom smirenja za klasu vremenski promenljivih, nelinearnih
“kompozitnih” sistema proizvoljne strukture, koji ne moraju
biti totalno stabilni, ali su ili prakti¢no stabilni, ili stabilni na
kona¢nom vremenskom intervalu. IzloZeni rezultati, odnosno
teoreme, dokazani su Weiss-Infanteovom generalizacijom

~ |« R L T

stacionarni optimalni sistem, b) minimizacija vremena smi-
renja realnog objekta svodi se na minimizaciju istog poka-
zatelja referentnog modela, c) primena ovih zakona uprav-
ljanja garantuje sada, sistemu u celini, zahtevanu prakti¢nu
stabilnost, kako kretanja sistema, tako i odgovarajuce gres-
ke, d) podaci o varijacijama paramatara objekata i prisutnih
nelinearnosti nisu neophodni, e) laka implementacija koris-
¢enjem racunarske podrske.

Bilinearni sistemi su posebna klasa sistema automatskog
upravljanja u &ijim se vektorskim diferencijalnim jednaci-
nama stanja pojavljuju proizvodi stanja i upravljanja. Kon-
cept prakti¢ne stabilnosti na ovu klasu sistema proSirio je
Bgjic (1982) [33].

U ovom kratkom pregledu razmatrani su samo najzna-
&ajniji rezultati, i to za vremenski neprekidne sisteme.

Koncept prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na konatnom
vremenskom intervalu proSiren je, kako na singularne siste-
me, tako i na sisteme s kasnjenjem, $to Ce biti predmet inten-
zivnog razmatranja u daljem tekstu. U oba ova slu¢aja, brojni
autori su svojim radovima znatno doprineli uspostavljanju
novih rezultata, i to u vidu dovoljnih uslova koji omoguéa-

Y < T Y - . * SR S .. A
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Pretpostavlja se da su vektorske funkcije f(:,(-)) dovoljno
glatke na posmatranom vremenskom intervalu, kako bi se
obezbedilo postojanje, jedinstvenost 1 neprekidnost odgova-
raju¢ih re¥enja u odnosu na podetne uslove. Pri tome, nije
neophodno da je f(z, 0) = 0 i/ili f(z, 0, 0) = 0, §to zna¢i da
nulto stanje ne mora da bude ravnoteZno stanje razmatranih
sistema, sledstveno.

Dinamika razmatranih sistema posmatra se na vremen-
skorn intervalu J =[t,, t, + T [, gde veli€ina T moZe biti po-
zitivan realan broj ili simbol +eo, tako da se stabilnost na
kona¢nom vremenskom intervalu i prakticna stabiinost,
mogu razmatrati jednovremeno. Jasno je daJ € R.

Skupovi od interesa S, koji se koriste kao granice do
kojih dosezu moguce trajektorije sistema, jesu vremenski
nepmmenljm Stavise, za 11_]1['1 se pretpostavlja da su pove-
zani i ogranieni, tako da vazi:

S, ={xeR": lIxli p} (6)
odnosno:
S, ={xeR": lIxli< p} N

Sa S, oznacen je skup svih pocetnih stanja sistema x(ty)=
=X, a sa Sp skup svih dozvoljenih stanja sistema na razmat-

ranom vremenskom intervalu. S, oznagava skup dopustivih

upravljanja.

Definicije stabilnosti

Definicija 1. Sistem dat jed. (3) je stabilan u odnosu na
{e, B, 1o, T, (-}, & < 3 ako za svaku trajektoriju x(£), koja
zadovoljava po&etni uslov [[x(f)ll < ¢, sledi da je lix(?)ll < B
zaVte J.

Definicija 2. Sistem dat jed. (3) je nestabilan u odnosu
na {a, B, 1o, T, IO}, o £ B ako postoji trajektorija x(2),

koja zadovoljava po&etni uslov [[x(f)ll < ¢t i trenutak el

tako da je lx(:)ll = B.

Definicija 3. Sistem dat jed. (3) je kvazi-kontraktivno
stabilan u odnosu na {a, B, ty, T, ii(-)Il}, & >p ako za svaku
trajektoriju x(z), kOJa zadovoljava pocetni uslov |[x(t0)||<(x
postoji trenutak e J, tako da je lix(0)ll < B, za Vt € 17,
to +T [

Definicija 4. Sistem dat jed. (3) je kontraktivno stabilan
u odnosu na {¢, B, ¥ to, T, I(-)I1} ako je:
~ i) stabilan u odnosu na { &, ¥, o, T, 1)}

— ii) kvazi-kontraktivno stabilan u odnosu na {¢, B, to, T,
HEHIG.

Na osnovu iznetih definicija mogu se izvuéi sledeéi zak-
ljucci:

a) Granice trajektorija unapred su definisane i odredene re-
alnim pozitivnim brojevima ¢, f3, ¥.

b) Definicije 1. i 2. su sli¢ne definicijama stabilnosti i nes-
tabilnosti u smislu Ljapunova, dok preostale dve podse-
¢aju na definicije osobina privlacenja i asimptotske sta-
bilnosti nultog ravnoteZnog stanja. Pri tome treba imati
stalno na umu da kod koncepta stabilnosti na konaénom
vremenskom intervalu, osobine privlagenja i asimptotske
stabilnosti nemaju nikakvo znagenje, jer se u ovom kon-
ceptu ne razmatra stabilnost ravnoteZnih stanja ve¢ is-
klju¢ivo stabilnost sistema, odnosno ograni¢enost reSenja
diferencijalnih jedna&ina koje opisuju njegovu dinamiku.

¢) Domeni stabilnosti u R” ogigledno zavise od izabrane
norme.

Definicija 5. Sistem dat jed. (4) je stabilan u odnosu na
{o, B, & t, T, I}, e < B ako za bilo koju trajektoriju x(2),

V uslovi lIx(ill < o, 1 lax(@), HI <€zaVieli

Vxe {S'-ﬂ \S,} garantuju da je lx(t)ll < Bza Vie J.

Definicija 6. Sistem dat jed. (4) je kvaZi_—kontmkrivno
stabilan u odnosu na {a, B, ¥, € to, T, (N}, o< B < 9, ako
za bilo koju trajektoriju x(z), uslovi Ix(fp)ll < ¢, 1 lha(x(?), Hll
<gzaVte Ji Vxe {:S‘; \S,} garantuju:

i)stabilnost u odnosu na{a, ¥, € o, T, I()I}
ii)da postoji trenutak ¢ € J, tako da je

ix(Hll < B, zaVre ), to+ T

Definicija 7. Sistem dat jed. (4) je kontraktivno stabilan
u odnosu na {a, 3, 7, & 1y, T, (DI}, B < o < % ako za bilo
koju trajektoriju x(z), uslovi lIx(fp)ll < ¢, 1 la(x(s), Ol < € za
Vte Ji Vxe {.—S’—y \S;} garantuju:

i)stabilnost u odnosu na{q, 7, &, to, T, (I}
ii)da postoji trenutak { e J, tako da je

x(®)ll < B, zaVie I, o+ T1.

Na osnovu iznetih definicija, mogu da se izvuku slededi
zakljucci:

a) Opstije definicije mogu da se dobiju ako se kretanje sis-
tema ne posmatra u odnosu na hiperkugle u prostoru sta-
nja, ve¢ u odnosu na skupove S, koji imaju proizvoljan
oblik.

b) Za £ = 0, Definicija 5. se svodi na slu¢aj autonomnog si-
stema datog jed. (5).

c) Jasno je da osobina stabilnosti sistema na kona¢nom
vremenskom intervalu zavisi od «, B, y 1 T. Pri jed-
nom takvom izboru sistem moZe biti stabilan, a pri
drugom ne.

Radi lak§eg pracenja rezultata koji slede, uvode se slede-
¢e oznake:

v: R'xJ >R (8)
V2@ =min V(x) BENC)
V”(t) max V(t,x) (10)
V(t,x)—av(t 9 tgrad VI £(%) an)

Teoreme o stabilnosti

Teorema 1. Sistem dat jed. (3) je stabilan u odnosu na
{0, B, t, T, I}, o < B, ako postoji funkcija
V(t,x)e C'xC" i funkcija ¢(f) integrabilna na vremen-
skom intervalu J, tako da su zadovoljeni slede¢i uslovi:

DV(,x) <), Vxe{S;\S,}, VieJ (12)

2 SVE@)-Vi @),
i Jcp(t)dr L)~ Vi @) @)

Y, telt, t<t,

Dokaz. Neka je x(f) prizvoljna trajektorija sistema, datog
jed. (3), koja zadovoljava po&etni uslov, |[x(f)ll < . Pretpo-
stavimo da postoji trenutak #, € J, takav da je lIx()ll = B,
pri emu je 1, prvi takav trenutak. Pretpostavimo, dalje, da
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postoji trenutak #;, fp < t; < f, takav da je llx(t)ll < o i
Ix(Hll < o, Vi e I, ta].
Sada se moZe napisati:

V(t,,x(t,))=V (tl,x(t,))+IV(t, x(t))dt (14)

]

Iz uslova i) Teoreme i definicije 'V,;’ (t,) sledi da je:

V(t,,x(t,)) < V,{;(tl)+jgo(t)dt (15)

]

Imajuéi u vidu uslov ii) Teoreme, dobija se:
' V(t,,x(1,)) < VE(2,) (16)

1z nejed. (16) sledi da je lix(2,)ll # B, §to je u suprotnosti s
polaznom pretpostavkom da je x(t,) = . Prema tome, ne
postoji trenutak #, € J takav da je Ix(;)ll = B. PoSto ovaj
dokaz ne zavisi od izabranog x(#;) i trajektorije koja se po-
smatra, on obuhvata sve trajektorije koje polaze iz S,, ¢ime
je1Teorema 1. dokazana. m

Teorema 2. Sistem dat jed. (3) je stabilan u odnosu na
{0, a, t, T, l(-N}, ako postoji funkcija V(z,x)e C'xC° i
funkcija ¢(f) integrabilna na vremenskom intervalu J i rea-

lan, pozitivan broj 8, 8 < @, tako da su zadovoljeni sledeci
uslovi:

DVEx) <o), Vxe{S,\S;}, VielJ an
[o()d <Ve(t,)-ve \
if) !(P(t) 1<V, () -Vy @) as)
V@, t)eld, <t
i) V(t,x) SVE (1), Vxe(S,\S;}, VieJ (19)

Dokaz prethodne teoreme identi€an je dokazu Teoreme 1.,
pa se stoga ovde izostavlja.

Prethodno izloZene teoreme daju ogigledno samo dovo-
ljne uslove stabilnosti. Da bi se dobile potpunije ocene o
stabilnosti sistema, celishodno je formulisati uslove pod
kojima ¢e razmatrani sistem da bude nestabilan. :

Teorema 3. Sistem dat jed. (3) je nestabilan u odnosu na

{0, B, to, T, NN}, ako postoji funkcija V(t,x)e C'xC° i
funkcija ¢(f) integrabilna na vremenskom intervalu J, dva re-
alna pozitivna broja 61 Ty, takvada vazi 6< o, 0< Ty < T, i
skupovi So, Sy, Su definisani na sledeci nacin:

So=85\8; (20)

San={ x: V&0>Vi@) }, Vte ; 1)
Sui ©Sa NSy (22)

Sy NS, %2 (3)

U(?) je povezan i neprazan skup, & je prazan skup, a sa

a5, je oznalena granica skupa, tako da su zadovoljeni sle-
dedi uslovi:
V(t,x() > o),

vxe S,,, VtelJ (24)

Ix, € Sy, O<lx i<, > 25)
g+T;
| ot 2V2(t,+ 1)~V (1, %,) (26)

fy

J:(p(t)dt 2V2 (1) =V (ty,x,), o

Vi elty, t,+T,]

Vt, +T,,x) VL (1, +T),
Vxe S

Uty +T})

(28)

Dokaz. Neka je x(f) proizvoljna trajektorija sistema,
datog jed. (3), pri €emu x(t,) =x, € Sy, , . Dalje, oigled-
no vazi:

t
V((£xOND =V (t,x(1,))+ [V (6.%(6)) d8 (29)

o
Neka je t, € [to, o + Tl prvi trenutak, takav da je
V(t,,x(t,))= V,S (t,) . MoZe se pretpostaviti da je [x(?)ll <

za Vt € [t, 1], poSto u suprotnom nema $ta da se dokaze.
Na osnovu jed. (29) i prethodne diskusije, moZe se pisati:

14 (tz,x(tz)) =V (to,x(to))+j'V (t,x(8))dt

fo

. (30)
>V (t,x(t0)) + [0t > V5 1)

Poslednji rezultat je u suprotnosti s polaznom hipotezom
Sto se tiCe trenutka £,. Na osnovu toga, sledi da ne postoji
trenutak #, onakav kakav je ranije definisan. Prema tome:

V(t,x()>Vg(t), Vtelt,t,+T] €3)
Dalje sledi da, ako je Ilx(®)ll<x B za Vrelt,.t,+7],
onda logitno x(#)e Sy, za Vte[t),t, +T]1.
Pretpostavimo sada da je lx(2)ll B za Vie (1,1, +T,].
Onda se moZe pisati:

4 (to +T1,,x(t, +T,))
o+

=V (t,,xt))+ | V(1,x@) dt
(10, (1)) J (1, %)) )

to+T;
>V (10, %00))+ [ @()dt >V @6 +T)

Ty

Ovo je u suprotnosti s treéim uslovom teoreme, §to po-
kazuje da je polazna pretpostavka u dokazu bila pogresna.
Na osnovu ove diskusije, sledi da postoji trenutak t;, f3€ [1;,
to + T1] takav da vazi:

Ix(t)ll = B,

§to je trebalo i dokazati. m .
Teorema 4. Sistem dat jed. (3) je kvazi-kontraktivno
stabilan u odnosu na { ¢, f3, to, T, I(-)Il}, ako postoji funkcija

Be [t to+ T1] (33)
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V(t,k) e C'xC’, funkcija ¢(t) integrabilna na vremenskom
intervalu J i realan, pozitivan broj 8, § < B, tako da ako je:

26, 0Sa<ty+T

Ssm:{x: V({t,x) SV, +sup  sup j(p(e)da}, )

t

teJ
gde je:
Ty vew G5)
onda:
DV@Ex) <o), Vxe S, \S;, Viel (36)
T .
iy [ p@)de <V, (6, +T)-V, 37
gdéje:
Vs, = Joax Vi, %) (38)
t0+T
D [ e@dt<Vf@,+D)-Va@), Viel (39)
Vi, +T,x) 2V, +T),
ii) o )2V (1) (40)

Vxe Sgem \Sp

Teorema 5. Sistem dat jed. (3) je kontraktivno stabilan u
odnosu na {o, B, ¥ fo, T, (N}, ako postoji funkcija
V(t,x)e C'xC", funkcije @) i p(f) integrabilne na vre-
menskom intervalu J i realan, pozitivan broj 8, < B, ako
su zadovoljeni sledeéi uslovi:

DV x) <o), VxeSN\S,, Vtel @1

vex) <p@), VxeSN\S;, Viel (42)

fgo(z)dt SV (1) =V @),
iii)

(43)
V.L)eld, <t
ty+T
iv) | pydt <V, ¢, +T)~V,, (44)
gde je:

VM() :xxe%fi\)s(‘,; V(t()’x) (45)

fo+T .
v [ pydt <V, +T)-Va@), Viel (46)
: V(t,+T,x) 2Vl (1, +T), @)

Vxe S,\Sg

Dokazi prethodno izloZenih teorema se ne razlikuju od
prethodnih, pa se zbog svoje obimnosti ovde izostavljaju.

Zainteresovani ¢italac se upuéuje na veé pomenutu literatu- -

tu, Weiss, Infante (1965) [71.

Valja zapaziti da se ni u jednom od prethodno izloZenih
rezultata ne zahteva odredenost ili poluodredenost po znaku
kako funkcije V (z,%), tako i funkcije V(z, x), $to predstavlja
osobenost u konceptu prakti¢ne stabilnosti i jednu od osnov-
nih razlika u odnosu na ljapunovski koncept stabilnosti.

Nastavak izlaganja bi¢e posvecen identi¢nim razmatra-
njima ponaSanja dinamickih sistema u prinudnim radnim
rezimima, Weiss, Infante (1967) [8].

" Teorema 6. Sistem dat jed. (5) je stabilan u odnosu na
{a, B, € to, T, I}, & < B, ako postoji funkcija
V(t,x)e C'xC" , funkcije ¢(f) i p(?) integrabilne na vre-
menskom intervalu J tako da su zadovoljeni sledeci uslovi:

Mgrad V(& x)]i< p(®),

1‘v’xe:S"ﬁ\Sm, Vte J (48)
iV, (6,x)<p@), VxeS,\S,, Viel (49)
gde je:
Vf =Vu(r,x)zl) (50)
2 H+ep@)) di<VP(@,)-Ve,),
M“”“ (1)) () =Va ) -

V(@,,t,)ed, <t

Dokaz. Neka je x(#) proizvoljna trajektorija sistema, da-
tog jed. (5), koja zadovoljava pocetni uslov |x(@)ll < o
Pretpostavimo da postoji trenutak #, € J takav da je lix(f)li=
= f. Neka je 1, prvi takav trenutak. Tada postoji i trenutak
4, <t e J,takav daje lIx(e)ll = o

Na osnovu prethodnog, moZe da se napiSe:

CV(x()= V(t,,x(t,))+jV(e,x(9)) do

f

. (52)
<VE@)+[V(0.x©0)) do, teln.t]
]
Prema tome:
t
V (6, %()) SVE@)+ [V, (6x(@) di+
! - (53)
f[grad VY -u(t,x)dt
4
Koristeéi prva dva uslova teoreme, dobija se:
V (t,,x(t,))
I r2
<VE@)+ [o@dt+e- [lifgrad V1Nds
h i (54)

<V + I(go(t)+sp(t)) dt

4

Kori¥¢enjem treéeg uslova teoreme, dobija se konagno: -

V (5, x(1)) < VL (&) (55)
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na osnovu &ega sledi da je [x(z)ll #8, §to je u suprotnosti s
polaznom hipotezom. Prema tome, #, ¢ J i iz toga sledi da
je Ix()ll < B za Vt e J. Kako dokaz ne zavisi od izbora x(z,)
i trajektorije koja se posmatra, on vaZi za sve trajektorije
koje polaze iz S,, ¢ime je teorema dokazana. m

Teorema 7. Sistem dat jed. (5) je kvazi-kontraktivno
stabilan v odnosu na {a, B3, ¥, & ts, T, ()N}, a< B < ¥, ako
postoji funkcija V(¢,x)e C'xC°, funkcije @\(8), @),
p1(D), pa(f) integrabilne na vremenskom intervalu J, tako da
su zadovoljeni slede¢i uslovi:

Dilfgrad V(01 (), Vxe S \S,, Vie]J (56
ii)li[grad V(XIS p, (1), Vxe S,\S;, VieJ (57)
H)V,(6,x) <@, @), Vxe§\S,, VieJ | (58)

iV, (,%)<,(n), VxeS\S,, Ve (59)

v) j(fpl (O +ep, () dt SV (1) =V, (1),

: (60)
Vi, t)eld, 1<t
AT
" { (@, (1) +p, (1)) dt SVE (8, +T) D
Vi@, vyelJ ' |
Vity+T,x) SV (1, +T) , Vxe S,\S, (62)

Teorema 8. Sistem dat jed. (5) je kontraktivno stabilan u
odnosu na {a, B, ¥, & to, T, K}, B < o < 7 ako postoji
funkcija V(t,x)e C'xC° , funkcije @i(2), @x(0), p1(D), pa(t)
integrabilne na vremenskom intervalu J, tako da su zado-
voljeni sledeci uslovi:

Dli{grad V(]IS (), Vxe S \S,, VieJ  (63)
ii)ll[grad V(&)< p, (1), Vxe S, \S;, VieJ (64)
i)V, (4, %) <,(), VxeS\S,, VieJ (65)

V)V, (X) <, (1), VxeS,\S,, Ve (66)

W [(9,(0)+ep,0)dr SV (1))=Y @),

! (67)
Vi, eld, h<n
to+T
vi) [ (0, +ep,()dt SVt +T) =V, (68)
gde je:
Vi, = Ja2x - V6, %) (69)

ty+T
vii) [ (@,(0)+8p,(®)dt <V (1, +T) -V (), 70)
YvelJ
vill) V{5, +T,%) 2V (5, +T), Vxe S,\S;. (71)

Dokazi navedenih teorema izostavljeni su iz istih razloga
kao i prethodni i mogu se, u celosti, naéi u [45] (Weiss, In-
fante (1967)).

Rekapitulacija glavnih rezultata

Opsta klasa nelinearnih, nestacionarnih sistema data je
jed. (3 — 6) u prethodnom odeljku. Veliki broj radova bavio
se problemom odredivanja dovoljnih uslova praktiéne sta-
bilnosti i stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu
posebnih klasa sistema, koji neposredno proistiéu iz kon-
kretizacije funkcija f(-) u pomenutim jednacinama. Tako se,
na primer, mogu oformiti sledeéi sistemi, opisani svojim
vektorskim diferencijalnim jednacinama stanja:

x(1) = A(D)x(2) (72)

x(t) = Ax(?) (73)

(1) = A(6,x(0))x(r) (74)
x(t)y=A (x(t))x(z‘) (75)

X(t) = A(2,x(2))x(2) + B (2, x(2) )u(r) (76)
X(6) = A(x(2))x(2) + B (x(2) )u(z) 77)
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (78)

X(t) = Ax(¢) + Bu(f) (79)

(1) =f (x()) | (80)

Sistemi opisani jed. (72 1 73) i jed. (78 i 79) detaljno su
analizirani u Chz-Han-Sy-In (1959) [5], Dorato (1961) [6] i
Angelo (1971) [34], sledstveno, gde su dati i odgovarajuci
rezultati iskazani dovoljnim uslovima.

U nastavku se izlaZu rezultati autora ovog rada, koji se
odnose na klasu sistema, opisanih jed. (80) i koji se, uz od-
redene modifikacije i dopune, mogu proSiriti na sisteme
opisane jed. (74,75).

Izlaganja koja slede traZe blagu preformulaciju Defini-
cije 1. :

Definicija 8. Sistem, dat jed. (80), prakticno je stabilan
u odnosu na {¢, B, J, l(-)Il}, e < B, ako i samo ako:

Ilx, IP<a 81
0
povladi:
Il x() I*< B,

Teorema 9. Sistem, dat jed. (80), prakticno je stabilan u
odnosu na {¢, B, J, I(-)I}, a < B, ako postoji realna, simet-
ri¢na, pozitivno odredena matrica M = M™ > 0, koja zado-
voljava uslov:

Vie J (82)
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2-£7(x(2)) x(2) <x" ()Mx(r), Vx(t)e Sg,
: (83)
VieJ

1 ako je ispunjen uslov:
A< Blo €2

gde je sa A(M) oznafena maksimalna sopstvena vrednost
matrice M, a T = ¢ — to je konaCni vremenski interval na
kome se ispituje stabilnost sistema.

Dokaz. Dokaz se zasniva na dobro poznatim rezultatima
teorije kvadratnih formi i njihovih majorizacija, i u celosti
se prepusta zainteresovanom &itaocu, imajuci u vidu da se
ni u ¢emu metodologki ne razlikuju od prethodnih. m
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