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Uslovi za formiranje jednostavnih lančanih dinamičkih modela 

Dr Ratko Šelmić, dipl.inž.1) 

Pri dinamičkom proračunu mašina i mehanizama (kranovi, bageri, mašine alatke, mehanizmi liftova, rudničkih 
vitala, bušaćih garnitura) često se koriste mehanički modeli s koncentrisanim redukovanim masama koje su spojene 
elastičnim elementima različite krutosti. Takve sisteme u principu je moguće svesti na sisteme s manjim brojem 
stepeni slobode kretanja. Usled toga nastaje greška u frekvenciji oscilovanja. Na brojnim primerima se pokazuje 
uzrok te greške i njena veličina. 
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U v o d 
 toku  dinamičkog  proračuna,  posebno  kod dizalično-
-transportnih mašina, čest je slučaj da je potrebno 

složeniji mehanički model u vidu lančanog sistema 
redukovanih masa ili momenata inercije svesti na 
jednostavniji model s manjim brojem stepeni slobode 
kretanja. Obično se to svođenje radi tako što se malo vodi 
računa o odnosu masa, krutosti ili frekvencija, što u ovom 
slučaju ima suštinski značaj na tačnost rezultata. Zbog toga 
se u ovom radu analiziraju uslovi u kojima se može izvršiti 
svođenje mehaničkog modela na jednostavniji slučaj. 

Mehanički model s dva stepena slobode kretanja  

Razmotrimo poluvezani lančani mehanički model 
sastavljen od dve mase (sl.1a), s dva stepena slobode 
kretanja, koji može u mehaničkom smislu da reprezentuje 
npr. mosnu dizalicu.  
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Slika 1. Poluvezani lančani model s dve mase i dva stepena slobode 
kretanja 

Mosna dizalica može da se prikaže (prema Lightfootu, 
Kazaku i drugim autorima) 1 modelom s dva stepena 
slobode kretanja, gde su: m1 - redukovana masa noseće 
konstrukcije i kolica, m2 - masa tereta, c1 - krutost noseće 
konstrukcije, c2 - krutost užeta. 

Na isti problem se svodi i mehanički sistem 
koncentrisanih masa na lakoj gredi (sl.1b) ili sistem diskova 
izloženih momentima uvijanja na lakom vratilu ili sistem 
masa na zategnutoj struni. 

Diferencijalne jednačine kretanja mehaničkog sistema 

prikazanog na sl.1a su: 
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U slučaju sistema sa sl.1b, diferencijalne jednačine 
kretanja su slične: 
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gde su ( , 1, 2)jk j k  - odgovarajući uticajni koeficijenti. 

Pretpostavljajući partikularna rešenja sistema 
diferencijalnih jednačina (1) u obliku: 

1 2sin( ), sin( )x A t x B t        

dobijaju se frekvencije oscilovanja masa m1 i m2 na 
poznati način iz odgovarajuće frekventne jednačine (videti 
na primer 2): 
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Frekvencije oscilovanja sistema iz jednačine (3), su: 

  0,5
22 2 2 2 2 2 2

1,2 1 2 2 1 1 2
1 4
2

a a a a b a a       
  (4)

gde su uvedene sledeće smene: 2
1 1 2 1( ) /a c c m  , 

2 2
2 2 2 2 1 2/ , /( ),a c m b c c c    pri čemu veličine 2

1a  i 2
2a  

predstavljaju kvadrate parcijalnih frekvencija 2,3, 
odnosno frekvencija slobodnih oscilacija prve i druge mase 
pri nepokretnoj prvoj, odnosno drugoj masi. 

Uvođenje parcijalnih frekvencija omogućuje da se 
formulišu opšti kvantitativni zaključci o uticaju parametara 
sistema na sopstvenu frekvenciju. Jedan od važnih i 
praktičnih zaključaka može da se napiše u obliku 
nejednakosti: 
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= 0, 40  a odnos krutosti 1 2/ 4,11/ 2,17 1,89c c    , pa je 
greška u frekvenciji 47,39%. Pri istom odnosu krutosti 
greška u frekvenciji je manja ukoliko je odnos masa veći. 
Na primer, u monografiji Lobova 4, za kran nosivosti 5 t, 
daju se ovi podaci: m1=3,96 t, m2=2,0 t, c1=6,5 MN/m, 
c2=9,5 MN/m, pa su odgovarajući koeficijenti: α=0,79 i 
β=0,68, te je greška 11,62%. 

b) Kran sa strelom. Za kranove sa strelom, kod kojih 
koturača za vešanje strele ima krutost čiji je red veličine 
kao i krutost užeta za podizanje tereta, a masa strele je često 
manja od mase tereta, očevidno je iz dijagrama da se u tom 
slučaju takođe javlja znatna greška. Tako, za kran sa 
strelom čiji su α=0,36 i β1, greška koja se javlja 
zanemarivanjem krutosti užeta za podizanje tereta iznosi 
80%. U brojčanom primeru datom u monografiji Kazaka 
5, koji se odnosi isključivo na mehanizam za podizanje 
tereta krana sa strelom ruske proizvodnje jeste α= 94,2, β= 
2,3, pa greške u frekvenciji praktično nema (iznosi 0,01%!). 

c) Bager s čeonom i dubinskom kašikom. Prema 
podacima Volkova 6 i autora ovog rada 7 mehanizam za 
podizanje kašike bagera takođe može da se prikaže 
lančanim modelom prikazanim na sl.1a. U primeru koji se 
analizira u monografiji Volkova i koji se odnosi na 
mehanizam s mehaničkim pogonom je α=60, β=3,8, pa je 
greška u frekvenciji 11,9%. 

Zaključak 
Iz sprovedene analize o mogućnosti redukcije 

poluvezanog lančanog modela s dva stepena slobode 
kretanja na jed-nostavni model s jednim stepenom slobode 
kretanja, proizlazi da je veličina greške veoma različita, 
zavisno od odnosa masa    i odnosa krutosti   . Takva 

redukcija modela u principu je moguća, ali je prethodno 
neophodno proanalizirati odnose masa i odnose krutosti 
kako bi se utvrdilo kolika će se greška u frekvenciji 
napraviti.  
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Simple chain dynamic model forming conditions 

Mechanical models with concentrated reduced masses joined by flexible components of various rigidity are often used 
in dynamic calculations of  machines and mechanisms (cranes, bulldozers, machine tools, lift mechanisms, mining  
winches, drilling sets). Generally speaking, it is possible to reduce such systems to those with less degrees of freedom. 
This causes errors in the oscillation frequency. The cause and  degree of the  error is shown through numerous 
examples. 

Key words: mechanical model, mass, rigidity, frequency, error. 

Conditions pour la formation des modèles à chaîne 
dynamiques et simples 

Pendant le calcul dynamique des machines et des mécanismes (grues, escavateurs, machines-outils, mécanismes des 
ascenseurs, palans miniers, jeux de perçage), on utilise souvent les modèles mécaniques aux masses réduites 
concentrées qui sont liées avec les éléments élastiques à raideur différente. Il est générallement possible de réduire tels 
systèmes aux systèmes aux moindres degrés de liberté mais en provoquant une erreur  dans la fréquence d'oscillation. 
La  cause  et la grandeur de cette erreur sont traitées sur plusieurs exemples. 

Mots-clés: modèle mécanique, masse, raideur, fréquence, erreur. 

 



 

 


