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Određivanje vrednosti tačkastih i intervalnih ocena parametara 
Vejbulove raspodele 

Dr Dragoljub M. Brkić, dipl.inž.1) 

Obrađena je metoda kvantila za određivanje tačkastih i intervalnih ocena parametara dvoparametarske Vejbulove 
raspodele. Na osnovu mnoštva dobijenih pojedinačnih ocena parametara raspodele, pokazano je kako se dobijaju i 
njihove „srednje” vrednosti. Radi lakšeg izračunavanja tačkastih i intervalnih ocena parametara Vejbulove 
raspodele, ovde su priložene i tablice koeficijenata potrebnih za ova izračunavanja. S dva primera ilustrovana je 
praktična primena opisane metode. 
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U v o d 
A određivanje tačkastih ocena parametara raspodele 
slučajne promenljive postoji više metoda, a to su: 

metoda maksimalne verodostojnosti, metoda momenata, 
metoda najmanjih kvadrata i metoda kvantila. Međutim, 
za određivanje intervalnih ocena ovih parametara postoji 
nekoliko metoda, koje su znatno složene. Ovde je izložena 
metoda kvantila pomoću koje se određuju tačkaste i 
intervalne ocene parametara Vejbulove raspodele. Pošto 
ova metoda, za isti skup podataka, zavisno od izbora 
vrednosti funkcije raspodele daje različite vrednosti za 
tačkaste i intervalne ocene, to je pogodno da se za 
stabilniju ocenu ovih parametara uzme „srednja” vrednost 
iz mnoštva dobijenih tačkastih ili intervalnih ocena 
parametara Vejbulove raspodele.  

Ovde je razmatrana dvoparametarska Vejbulova 
raspodela. Međutim, metoda kvantila za određivanje 
tačkastih i inervalnih ocena može da se primeni i na 
troparametarsku Vejbulovu raspodelu, ali se mora odrediti 
parametar položaja, a zatim redukovati troparametarsku u 
dvoparametarsku Vejbulovu raspodelu. 

Za proveru valjanosti metode kvantila, pogodno je 
koristiti generator pseudoslučajnih brojeva koji imaju 
Vejbulovu raspodelu s unapred zadatim vrednostima 
parametara. Tako dobijene vrednosti za tačkaste i intervalne 
ocena parametara raspodele lako se mogu upoređivati s 
odgovarajućim tačnim ili „stvarnim” vrednostima 
parametara Vejbulove raspodele. 

Zbog složenosti izračunavanja tačkastih i intervalnih 
ocena parametara Vejbulove raspodele metodom kvantila, 
neophodna je primena elektronskog računara, tj. specijalnih 
računarskih programa. Radi lakšeg izračunavanja tačkastih i 
intervalnih ocena parametara Vejbulove raspodele, u radu 
su date tablice potrebnih koeficijenata, koje 
pojednostavljuju proračune. 

Teorijska razmatranja  

Tačkaste ocene parametara raspodele 
Funkcija Vejbulove raspodele: 
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gde je β parametar oblika, a η parametar razmere, može se 
transformisati u sledeći oblik: 
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Usvajanjem dve vrednosti funkcije raspodele F(t): F1 i 
F2 kojima, respektivno, odgovaraju dve vrednosti slučajne 
promenljive t: t1 i t2, tj. F1=F(t1) i F2=F(t2), iz izraza (2), 
dobijaju se sledeće dve jednakosti: 
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Za poznate vrednosti F1 i F2, kao i t1 i t2, rešavanjem 
izraza (3 i 4) po β i η, dobijaju se tačkaste ocene ovih 
parametara: 
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gde je: 
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Za usvojene vrednosti F1 i F2, vrednosti za t1 i t2 
određuje se na sledeći način. Dobijene vrednosti slučajne 
promenljive urede se u rastućem poretku: 

1 2 n-1 n    ...             

gde je n ukupan broj vrednosti ili realizacija slučajne 
promenljive t. Posle ovoga, određuju se rangovi r1 i r2 
pomoću sledećih izraza: 
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22 =  nF  r    (8)

gde je Q    celobrojna vrednost broja Q . 

Najzad, vremena t1 i t2 određuju se pomoću sledećih 
aproksimativnih izraza: 
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gde je τj po redu j-ta vrednost u uređenom nizu realizovanih 
vrednosti slučajne promenljive t. 

Vrednosti t1 i t2, kada je n veliko (n ≥ 30), mogu se 
odrediti pomoću histograma kao empirijski donji kvantili 
slučajne promenljive t, tj.: 

11 F t t  (11)

22 F  t t  (12)

Intervalne ocene parametara raspodele 
Granice poverenja za parametar oblika β, i parametar 

razmere η dvoparametarske Vejbulove raspodele, koji su 
određeni metodom kvantila [1], date su sledećim izrazima: 
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U gornjim izrazima, F11; F12; F21 i F22 su granice 
poverenja za funkciju raspodele F(t); za t=t1 i t=t2. Ove 
granice poverenja određuju se pomoću granica poverenja za 
nepoznatu verovatnoću p=P(A), gde je A posmatrani 
događaj. Granice poverenja su date sledećim izrazima: 

1n - r ; r + 1 ; 1 = 1 - p x   (17)

2r + 1 ; n - r ; 2   p x   (18)

gde su xn-r;r+1;α1 i xr+1;n-r; α2 gornji kvantili beta raspodele, n 
je ukupan broj vrednosti koje je uzela slučajna promenljive 
t, r je rang ili ukupan broj vrednosti slučajne promenljive t 
koje su manje ili jednake t1 (ili t2), α1 i α2 su donji i gornji 
rizik, respektivno. 

Kada je t=t1, granice poverenja za F1 su: 

1 1 111 n -  ;  + 1 ; r r11 =  = 1 - p xF   (19)

1 1 212 + 1 ; n -  ; r r12 =  = p xF   (20)

Takođe, kada je t=t2, granice poverenja za F2 su: 

2 2 121 n -  ;  + 1 ; r r21 =  = 1 - p xF   (21)

22 22 2 2 1n -  ;   1 ; r rF p  1 - x    (22)

Vrednosti brojeva n i r1, odnosno r2 moraju biti takve da 
obezbede sledeće uslove: F12<0.623 i F21>0.623. 

Ako se u izrazima (13 i 14) izvrše sledeće izmene: 
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a ln(t2/t1) zameni izrazom (5), dobijaju se granice poverenja 
za parametar oblika β, kao proizvod tačkaste ocene ovog 
parametra i jednog koeficijenta, tj.: 
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Za usvojene vrednosti funkcije raspodele F(t): F1=0.20 i 
F2=0.80 i usvojene vrednosti rizika α1= α2=0.005; 0.100, u 
tablici 1 date su vrednosti koeficijenata b1 i b2 kao funkcije 
od ukupnog broja n, vrednosti koje je uzela slučajna 
promenljiva t. 
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Slično je i u slučaju uvođenja sledećih izmena: 
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u izraze (15 i 16), pa se dobija: 

 t  E + t  E   = 1122111 lnlnexp  (25)
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Na osnovu izraza (3,4 i 6) i zamenom t1 i t2 u izrazima 
(25 i 26), dobijaju se granice poverenje za parametar raz-
mere η, kao funkcije od određenih koeficijenata i tačkastih 
ocena parametara β i η, tj.: 
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gde je: 
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Za usvojene vrednosti funkcije raspodele F(t): F1=0.20 i 
F2=0.80 i usvojene vrednosti rizika α1= α2=0.005; 0.025; 
0.050; 0.100, u tablici 2, date su vrednosti koeficijenata e1 i 
e2 kao funkcije od ukupnog broja n, vrednosti koje je uzela 
slučajna promenljiva t. 

„Srednje” tačkaste i intervalne ocene parametara 
raspodele 

Tačkaste i intervalne ocene parametara β i η Vejbulove 
raspodele, određene metodom kvantila, zasnovane su na 
skupu od n vrednosti slučajne promenljive t koje su uređene 
u rastućem poretku i na dvema usvojenim vrednostima 
funkcije raspodele F(t): F1 i F2. Za isti skup vrednosti 
slučajne promenljive t, ako se menjaju vrednosti za F1 i F2, 
dobijaće se različite vrednosti za tačkaste i intervalne ocene 
parametara β i η.  

Vrednost za F1 ne treba da bude ni suviše mala, a ni 
suviše velika. Istraživanja su pokazala da bi vrednost za F1 

trebalo da bude između 0.15 i 0.25, tj.  1 0.15;0.25F  . 

Takođe, pogodno je da se postavi veza između F1 i F2, tako 
da je F2=1-F1, odakle proizlazi da vrednost F2 treba da bude 
između 0.75 i 0.85, tj.  2 0.75;0.85F  . 

Ako se odabere N vrednosti za F1, odnosno F2, tada se 
dobije N vrednosti za tačkaste i intervalne ocene parametara 
β i η, na osnovu kojih se mogu dobiti „srednje” vrednosti 
ovih ocena, tj.: 
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Ovako dobijene „srednje” vrednosti za tačkaste i inte-
rvalne ocene parametara β i η su stabilnije od pojedinačnih 
ocena, iako pojedinačne ocene u nekim slučajevima, sasvim 
slučajno, mogu da budu bliže stvarnim vrednostima 
odgovarajućih parametara. 

 

Primeri 

Primer 1 
Za „stvarne” vrednosti parametara Vejbulove raspodele: 

β=2.5 i η=1000, pomoću računara je generisano sledećih 
n=15 pseudoslučajnih brojeva koji su uređeni u rastućem 
poretku: 

228.380 457.847 550.926 662.379 681.850 839.367 
883.146  989.038 

1064.343  1165.594  1250.757  1338.557  1348.613  
1556.626   1643.274 

Pri usvojenim vrednostima funkcije raspodele F1=0.20 i 
F2=0.80 odrede se tačkaste ocene parametara β i η, a zatim 
pri usvojenim rizicima α1= α2=0.05 odrede se granice 
poverenja za parametre β i η. 

Rešenje: 
Pomoću izraza (7 i 8) određeni su rangovi r1=3 i r2=12. 

Pomoću izraza (9 i 10) određena su vremena t1 i t2: 
 

        t1 = (457.847 + 550.926 + 662.379)/3 = 557.051 
        t2 = (1250.757 + 1338.557 + 1348.613)/3 = 1312.642 
 

Na osnovu izraza (5 i 6), u kojima je K1=–1.5 i 
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K2=0.476, dobijene su tačkaste ocene parametara β i η: 

̂ =2.3053 i ̂ =1067.762. 

 

 

 

      Tabela 1. Vrednosti koeficijenata β1 i β2 granica poverenja za parametar oblika Vejbulove raspodele 

 

 

  F1=0.2000 F2=0.8000 
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     nastavak tabele 1 
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         Tabela 2. Vrednosti koeficijenata e1 i e2 granica poverenja za parametar razmere Vejbulove raspodele 

 

 

   F1=0.2000  F2=0,8000 
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      nastavak tabele 2 
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Na osnovu izraza (23 i 24) određene su granice 
poverenja za parametar oblika β: 

1 = b1 x ̂  = 0.506978 x 2.3053 = 1.1687 

2 = b2 x ̂  = 1.171178 x 2.3053 = 2.6999 

Vrednosti koeficijenata b1 i b2 uzete su iz tablice 1; za 
n=15 i α1= α2=0.05. 

Na osnovu izraza (29 i 30) određene su granice povere-
nja za parametar razmere η: 

 

1=̂  x exp (e1/ ̂ )=1067.762 x exp (-0.4236/2.3053)  
    = 883.7646 

2=̂  x exp (e2/ ̂ )=1067.762 x exp (0.4521/2.3053) 
    =1299.1084. 

 
Vrednosti koeficijenata e1 i e2 uzete su iz tablice 2; za 

η=15 i α1= α2=0.05. 
Poredeći dobijene vrednosti za tačkaste ocene parame-

tara ˆ 2.3053   i ˆ 1067.762   sa „stvarnim” vrednostima 
β=2.5 i η=1000, uočeno je da je postignuta zadovoljavajuća 
približnost, što ukazuje na valjanost primenjene metode. 

Primer 2 
Za podatke iz primera 1, izračunate su tačkaste i 

intervalne ocene za parametre β i η, kada funkcije F1 i F2 
uzimaju pseudoslučajne vrednosti u zadatim intervalima: 

 1 0.15;0.25F   i  2 0.75;0.85F  . Izračunavanje je 

ponovljeno N=30 puta, a zatim su određene „srednje” 
vrednosti tačkastih i intervalnih ocena parametara β i η. 

Rešenje: 
Zbog složenosti izračunavanja neophodna je primena 

računara, pa je u tu svrhu urađen odgovarajući računarski 
program pomoću kojeg su dobijene sledeće vrednosti za 
tačkaste i intervalne ocene parametara β i η: 

̂  = 2.0862      1
 = 0.9953      2

 = 2.5701 

̂  = 999.6591   1
 = 835.394    2

 = 1189.842 

za 1 = 2 = 0.05; F1 Œ [0.15; 0.25], F2 Œ [0.75; 0.85] i 
N=30. 

Zaključak 
Metoda kvantila koja je obrađena u ovom radu, s 

detaljnom teorijskom osnovom, omogućava određivanje 
tačkastih i intervalnih ocena parametara Vejbulove 
raspodele. Pošto se ovom metodom za razne vrednosti 
funkcije raspodele dobijaju različite vrednosti tačkastih i 
intervalnih ocena parametara raspodele, to su za „stabilnije” 
ocene parametara predložene „srednje” vrednosti navedenih 
ocena, koje se dobijaju kao srednje aritmetičke vrednosti na 
osnovu pojedinačnih vrednosti ocena tih parametara. Kada 
je broj vrednosti,koje je u toku eksperimenta uzela slučajna 
promenljiva t, dovoljno veliki (n ≥ 30), tada je variranje 
vrednosti ocena parametara malo, pa se i pojedinačne ocene 
parametara mogu smatrati valjanim. 

Izračunavanje tačkastih i intervalnih ocena parametara 
Vejbulove raspodele je složeno i zahteva primenu 
elektronskog računara. Priložene tablice potrebnih 
koeficijenata olakšavaju predmetna izračunavanja. 

Valjanost izložene metode proveravana je pomoću 
računara više puta na generisanim pseudoslučajnim 
brojevima koji imaju dvoparametarsku Vejbulovu 
raspodelu s unapred zadatim vrednostima parametara. U 
velikom broju slučajeva rezultat su bili prihvatljivi, pa se 
opravdano može očekivati da će se i za realne podatke iz 
prakse dobiti zadovoljavajući rezultati. 
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Determination of the values of the point and interval estimation of the 
Weibull distribution parameters 

This paper presents a method of quantiles for determining the point and interval estimates of the parameters of the 
two-parameter Weibull distribution. The averaged values of these parameters are determined on the basis of single 
estimates of these parameters for various values of the Weibull distribution function F(t). In order to facilitate the 
computation of the values of these interval estimated parameters, the paper gives the tables of numerical values of the 
coefficients for the confidence limits of the Weibull distribution parameters. The practical application of the proposed 
method is illustrated by two examples. 

Key words: distribution parameter, point estimate, interval estimate, average, Weibull distribution. 
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Valeurs moyennes des estimations au point et à ľintervalle des 
paramètres de la distribution de Weibull et leur détermination 

L'article traite la méthode de quantiles pour la détermination des esti-mations au point à l'intervalles des paramètres 
de la distribution de Weibull à deux paramètres. Leurs valeurs „moyennes” sont obtenues sur la base des estimations 
particulières nombreuses. Afin de calculer plus facilement ces estimations, on a aussi donné les tables des coefficients 
nécessaires pour ces calculs. L'application pratique de cette méthode est illustrée par deux exemples. 

Mots-clés: distribution de Weibull, méthode de quantiles, estimations au point et à l'intervalle, valeurs „moyennes”. 

 
 




