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Analiti¢ka teorija vremenskKi i energetski nezavisnog transporta
Cestica u ravnoj geometriji

Rodoljub D. Simovi¢"

Analiticki je proufen energetski i vremenski nezavisan transport Cestica u ravnoj geometriji opisan opsStom
anizotropnom funkcijom rasejanja. Kori§¢enjem inverzne Fourierove tehnike, izvedena su nova egzaktna reSenja
transportnih jednacdina Cestica koje difunduju na specifi‘an nacin u beskonacnoj ili polubeskona¢noj sredini.

Razmatrane su dve posebne grupe &estica koje karakteriSe uzastopno rasejanje iskljuivo u praveima | <0 ili u

praveima | > (. Njihove transportne jedna¢ine u Fourierovom transformisanom obliku imaju reSenja bez

logaritamskih singulariteta u jednoj polovini kompleksne k-ravni. Inverzija ovih reSenja sprovedena je u potpunosti
analiti¢ki, a dobijeni izrazi u realnom prostoru predstavljaju generalizacije fluksa jednom sudarenih Cestica.

Kljucne reci: Transportna jednacdina, Fourierova metoda, iterativna metoda, ravna geometrija, beskona¢na sredina,

poluprostor.

Uvod

ETODE Fourierove transformacije [1,2] i Wiener-

Hopfove transformacije [3], singularnih svojstvenih
funkcija [4,5] i funkcionalne analize (rezolventna tehnika)
[6], predstavljaju najznacajnije egzaktne analitiCke
postupke proucavanja linearne transportne jednacine, u
literaturi  Cesto  imenovane "matematicki  strogom
transportnom teorijom" [7]. Pomocu njih reSen je egzaktno
tek manji broj osnovnih transportnih problema, pre svega
epistemoloskog znacaja. Naime, slozen matematic¢ki oblik
nerazdvojan je od reSenja Boltzmannove
integrodiferencijalne jednacine ¢ak i kada se razmatraju
najjednostavniji transportni zadaci. Na primer, kada se
proucava vremenski i energetski nezavisan transport Cestica
u beskonacnoj sredini s izotropnim rasejanjem [8]. Ve¢ u
ovom najelementarnijem slucaju, jedna komponenta
Greenove funkcije beskonacne sredine - kako se uobicajeno
naziva reSenje ovog problema -predstavljena je singularnim
eksponencijalnim integralom, tako da je dalja integracija
Greenove funkcije po prostoru 1 uglu analiticki
neizvodljiva. Otuda se primena egzaktnih metoda na
proucavanje slozenijih zadataka transporta (koji obuhvataju
prostorno ograni¢enu sredinu, anizotropnu funkciju
rasejanja Cestica i energetski zavisne preseke za interakciju)
pokazala isuviSe komplikovanom da bi bila od stvarne
prakti¢ne vrednosti. Glavni pravci daljeg razvoja analitiCke
teorije bili su, s jedne strane, unapredivanje matematickog
formalizma [9,10], a s druge, povezivanje analitickih i
numerickih  postupaka i izgradnja efikasnijih
semianaliti¢kih ili aproksimativnih metoda [11,12]. Mada
stroga transportna teorija pripada oblasti matematicke fizike
koja se bavi usko metodoloskim proucavanjem egzistencije
re$enja Boltzmannove jednacine, ona i danas znacajno utice
na razvoj aproksimativnih metoda sluze¢i im kao
neophodna i dublja matematicka osnova [13].

Medu brojnim  aproksimativnim  metodama  po
jednostavnosti se izdvaja iterativna metoda [14-17]. Ona je
uspesno primenjivana za reSavanje energetski i vremenski
nezavisnog transporta Cestica, omogucavajuc¢i resenja
visoke tacnosti u homogenim sredinama. U strogom smislu,
iterativna metoda nije iskljucivo analiticka. Pomoéu nje
mogu se analiticki egzaktno odrediti samo ugaone gustine
fluksa nesudarenih, jednom i dva puta sudarenih Cestica.
Sta vise, izrazi koji se odnose na &estice dva puta sudarene
postaju izuzetno slozeni ako rasejanje nije izotropno [18].
Zato je iterativna metoda efikasna samo u izrazito
apsorbuju¢im sredinama, ili u sredinama malih dimenzija -
kada nekoliko prvih clanova iterativnog reda dobro
aproksimira ukupno reSenje transportnog zadatka.
Razmatranjem analitickih osnova i ogranicenja ove metode
steeni su jasniji uvidi u prirodu transportnog procesa i
nagovestene drugacije moguénosti formiranja iterativnog
reda u odnosu na standardni postupak [19].

U drugom poglavlju ovog rada detaljnije su razmotrene
metodoloske teSkoce egzaktno analitickih 1 iterativnih
procedura. Analiza ukazuje na priliénu iscrpljenost
predmeta istrazivanja, bar kada je re¢ o energetski i
vremenski nezavisnom transportnom problemu. Moglo bi
se osnovano poverovati da nema viSe prostora za nove
pristupe proucavanju transporta cCestica unutar ovako
redukovanog transportnog fenomena. Medutim, kao Sto se
to desava u istrazivanju, pazljivo preispitivanje egzaktnih i
iterativnih tehnika pokazalo je da nove mogucnosti
analitickog reSavanja transportne jednacine ipak postoje.
Originalna metoda koja je izloZena u tre¢em poglavlju ovog
rada oslanja se na sledeca dva uvida koji su oslonjeni na
klasi¢nu analizu kompleksnih funkcija 1 fizicki model
iterativne metode [19-21]:

(i) Postoje domeni u kompleksnoj ravni u kojima su
karakteristi¢ne funkcije koje se pojavljuju tokom reSavanja
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transportne jednaCine Fourierovom transformacijom strogo
analiticke ili meromorfne. Drugim re¢ima, u ovim
oblastima kompleksne ravni funkcije nemaju logaritamske
singularitete. Kao posledica toga, Fourierova inverzija
reSenja transformisane transportne jednadine moze se
sprovesti dosledno analiticki, a konacan rezultat je u obliku
elementarnih funkcija.

(i1) Uobicajeni postupak razvrstavanja Cestica po broju
sudara koji su dozivele, do sada smatran najprikladnijom
fizickom osnovom iterativnih metoda, moZe se zameniti
efikasnijim modelom grupisanja Cestica prema broju sudara
s rasejanjem unapred (u smeru inicijalnog snopa Cestica).

Osnovni rezultati analiti¢ke transportne teorije

Jednobrzinska transportna jednaCina koja opisuje
homogenu beskona¢nu sredinu u kojoj deluje ravanski
usmereni izvor Cestica jediniCnog intenziteta S(x,p )=

=8(x-0)d(u-p,), glasi [5,14]:
u—a¢g’“)+¢(x,u)=
X

ZCZZIZHGzP/(M)fd)(x,u')P/(u’)dp’Jr M

B x-08(n-p,) nel-11]

U jednacini (1), ¢(x, 1 ) oznacava ugaonu gustinu fluksa

Cestica, x prostornu koordinatu u ravnoj geometriji
(raCunatu u jedinicama srednjeg slobodnog puta cestice),
p=cosO kosinus ugla 0 koji zaklapa pravac kretanja

Cestice s pozitivnim smerom x-ose, c¢ konstantu
umnozavanja Cestica (srednji broj sekundarnih Ccestica
nastalih po sudaru jedne primarne Ccestice), P,(p)
Legendreov polinom I-tog reda i o, Legendreov
koeficijent I-tog reda funkcije rasejanja Cestica koja je
aproksimirana kona¢nom sumom Legendreovih polinoma.
Simbol L definise red anizotropije funkcije rasejanja.
Gornjom jednacinom opisan je vremenski nezavisan
transport Cestica. Za beskona¢nu sredinu sa stalnim
izvorom ovo implicira da je sredina pretezno apsorbujuca,
jer bi u protivnom transportni proces bio nestacionaran.
Apsorbuju¢im sredinama odgovara konstanta umnozavanja
Cestica ¢<1 i ugaona gustina fluksa koja je opadajuca
funkcija rastojanja od izvora (¢(x,un)—>0 kada

x—>t o).

Jedan od mogucéih nacina reSavanja razmatrane jednacine
pociva na upotrebi Fourierove transformacije [1,2]. Naime,
ako se na jednacinu (1) primeni Fourierova transformacija
po prostornoj promenljivoj x, ova postaje:

(1+ikn )F(kp)=
L ol+1 p
=c 2 l;— GzPl(H)jF(IQ nw)p(u')dp' 2)

to(pn-p,) pel-11]

gde F(kn) oznacava Fourierovu transformaciju ugaone

gustine fluksa ¢(x, i) definisanu izrazom [22]:

Fllop)= [e™ ofx. 1 )dx 3

Ovim je integrodiferencijalna transportna jednacina (1)

prevedena u integralni oblik (2). Pripada tipu Fredholmovih
integralnih jednacina druge vrste s promenljivom p pod
znakom integrala (p €[-1,1]) i degenerisanim jezgrom.
Transformisana jednaCina (2) moze se formalno resiti u
prostoru Fourierove promenljive &k (egzaktno, iterativno, ili
aproksimativno), pri ¢emu se reSenje F(k ) za zadati red
anizotropije funkcije rasejanja dobija u kompaktnoj formi.
Krajnje reSenje u prostoru promenljive x izracunava se
inverznom Fourierovom transformacijom:

4)(%}*):%! e™ F(k,n)dk (4)
T -0

Moze se zakljuciti da je izloZenim postupkom reSavanje
originalne transportne jednacine (1) svedeno na odredivanje
jednog na prvi pogled jednostavnog integrala. Ali, iza ove
prividne jednostavnosti krije se slozeniji matematicki
poduhvat, posebno u geometrijski 1 energetski
komplikovanijim slucajevima. U daljem tekstu ovog
poglavlja bi¢e ukratko razmotrene mogucnosti analitiCkog
odredivanja ugaone gustine fluksa ¢(x, ), bilo u celini ili

samo u fragmentima.

Resavanje transportne jednacine analitickom Fourierovom
inverzijom

Da bi se razumele osnovne teSkote povezane s
egzaktnim reSavanjem transportne jednacline, valja se
osvrnuti na prirodu reSenja jednacine u najjednostavnijem
slu¢aju prostiranja Cestica u beskonacnoj sredini s
izotropnim rasejanjem. Kada je L =0, imajuci u vidu da iz
uslova normiranja funkcije rasejanja sledi ¢,=1,
jednacina (2) svodi se na oblik:

(1+iku)Fﬂc,p):§jF(k,u’)du’+6(u-uo) (5)

Uobicajenim reSavanjem Fredholmove integralne
jednacine (5) po promenljivoj p , lako se dobija [23]:

c 1 1 1 S(u-u,)
Flhw)==—— == (©
2 1+ikp I+1kp, Dok)  1+ikp
gde D,(k) predstavlja funkciju:
c . I+ik c
k)=1-—1In =]-—Arctgk 7
D=1 e e @

Kompleksna funkcija F(k ) (6) u kompleksnoj k-ravni
ima proste polove, polove prvog reda, k=i/p, k=i/p, i
k=xi/v,. Polovi k==%i/y, predstavljaju nule parne
funkcije py(k) (7), koja se nalazi u imenitelju reSenja (6).
Pored polova, funkcija F(k 1) ima i dve tacke grananja,
dva logaritamska singulariteta (k=xi), koji poti¢u od
logaritamskog ¢lana funkcije p,(k), a rasporedeni su i u
({k|Imk>0}) 1 u donjoj ({k|Imk<0})
kompleksnoj poluravni.

Inverzna Fourierova transformacija izraza (6) obavlja se
njegovim supstituisanjem u integral po zatvorenoj konturi u

kompleksnoj ravni i naknadnom primenom rac¢una ostataka.
Ukoliko se reSenje trazi u oblastix >0, kontura se mora

gornjoj
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izabratiu {k|I/mk>0}.Za oblast x <0, kontura se bira u
{k|Imk<0} [24]. Pod pretpostavkom da se reSenje
o(x, 1)
beskonacne sredine) trazi za vrednosti x,p,u,> 0, dobija
se:

transportne  jednacine (Greenova funkcija

=X/

e
blo)= 2(1u ) Doli/n)

+£ et afvoce™ +

2 (W,-1) Dofi/p,) (vO-H)(vU-Ho) ®)
J‘ axv,c)

b wwu,) ¢

Egzaktni oblici funkcija g ,(v,c) 1 asV,c), koje se

javljaju u reSenju (8), mogu se naéi u odgovarajucoj
literaturi [2,5,25,26].

Resavanje transportne jednacine analitickom iterativnom
metodom

Standardni iterativni postupak zasniva se na razvoju
reSenja ¢(x, 1) transportne jednacine (1) u red funkcija
[14]:

D)= Y0 ) ©)

¢iji Clanovi, svaki za sebe, zadovoljavaju jednacine:

u o1 )

+0u1)=8-08(n-p,)  (10)
ox

ad)(l)(x M)+¢(r)( )_

an

=
1=0

Ako red (9) uniformno konvergira, tada reSenje ¢(x, )

+ b r- ’ ! ’
o P W)fo ) PR ), 1z
-1

egzistira i ovim je redom na jedinstven nacin predstavljeno.
Posto ¢&lan reda ¢“”(x,u) odgovara ugaonoj gustini

fluksa Cestica koje su dozivele r sudara, ova se metoda u
transportnoj teoriji naziva i metodom sudar po sudar.

Primenom Fourierove transformacije na jednacine (10) i
(11) dobija se:

(1+ikp) F(kp)=8(pn-p,) (12)
i

(1+ikp)F (k1) =

L2I+1 Lo , L
=CZTGIP1(M)IF”‘)(k,u VP (n')du', r=1
=0 Y]

S izuzetkom ¢lana F@k ), koji se neposredno

(13)

odreduje iz (12), visi ¢lanovi reda F”(k,p) izratunavaju
se rekurzivno tako §to se svaki naredni racuna uz pomo¢
prethodnog. Sta viSe, prva dva clana reda mogu se
inverznom transformacijom analiticki izraziti.

Ukoliko se pretpostavi da je u,>0 — ova pretpostavka
predstavlja izbor koji ni najmanje ne ograni¢ava opstost
postupka — dobijaju se sledeca reSenja (za bilo koji red L

anizotropije funkcije rasejanja): za fluks nesudarenih

Cestica:
1, x>0, n>0,
h 0, x>0, n<0
0) _e 5 ’ >
X N)= d(p- 14
¢ (x 1) " (H-u,) 0.x<0, u>0, (14)
0, x<0, u<0,
i za fluks Cestica jednom sudarenih:
0=
e M- x>0,n>0,
c &2+1 e, x>0, u<0, (15)
_M_Mﬂg;‘z o P()P(1,) 0, x<0, u>0,
e, x<0, u<o0.

Visi Clanovi iterativnog reda ne mogu se prikazati
isklju¢ivo pomocu elementarnih 1 eksponencijalnih
funkcija. Veé ¢lan ¢ “(x, ) ima i komponente u obliku
eksponencijalnih integralnih funkcija po promenljivoj x
[18,27]. Naredni ¢lanovi reda (r>2) mogu se jedino
numeric¢ki odrediti, postupkom jednako slozenim kao $§to je
tretman potpune transportne jednaline (1). Otuda je
iterativna metoda posebno efikasna samo u sredinama s
konstantom umnoZzavanja Cestica c¢~0, ili u sredinama
malih dimenzija, kada se ukupno reSenje transportnog
problema dovoljno tacno da zameniti zbirom prva dva ¢lana
reda.

Analiticka reSenja transportnih jednacina koje
opisuju prostiranje Cestice sa specificnim
rasejanjem

Resavanje transportne jednacine (1) obi¢no zapocinje
rastavljanjem ukupne ugaone gustine fluksa ¢(x,i) na
komponentu q)m)(x,u ) (14), koja odgovara nesudarenim

Cesticama, i komponentu ¢ °(x, u ), koja predstavlja Cestice
koje su dozivele bar jedan sudar
(dp)=0"pn)+¢°(,n)). Ovim razdvajanjem iz
funkcije ¢ ’(x,pn) uklonjen je singularitet S(p-p,)

karakteristi¢an za ugaonu gustinu fluksa Cestica koje nisu
dozivele  nijedan  sudar.  Primenom  Fourierove
transformacije razlaganje se moze prikazati kao:

Flkop)=F"(kn)+ F'(kp) (16)

gde je Fourierova transformacija ugaone gustine fluksa
nesudarenih Cestica data izrazom:

6(“'“’0)

(O)k’ =
Fkp) Ik

(17
dok je Fourierova transformacija ugaone gustine fluksa
Cestica koje su dozivele bar jedan sudar F°(k, 1) - reSenje
transportne jednacine (2) sa izmenjenim slobodnim ¢lanom:
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(I+ikp) Filkp)=
_szz I

20+1 Piu,)
+ , 1,1
Cz IP](“)I-HkuO pel-11]

csz(H):[FSﬂﬁH)Pz(H)dqu .

Resavanje jednacine (18) egzaktnim postupkom svodi se
na trazenje reSenja Fredholmove integralne jednacine druge
vrste sa promenljivom p i granicama integrala od -1 do 1.

U prethodnom poglavlju ukazano je na komplikovanu
analiticku inverziju reSenja jednacine (2), koja se od
jednacine (18) razlikuje samo po drugacijem slobodnom
¢lanu (izvoru cCestica). Ve¢ je tada zapazeno da najveca
teSkoca dolazi od funkcije s logaritamskim singularitetima:

2ik  1-ik (19)
koja se javlja u izrazima (7, 9 i 10). Ova funkcija ima dve
tacke grananja k ==/ rasporedene u obe kompleksne
poluravani, a koje predstavljaju i njene logaritamske
singularitete. Po analogiji s inverzijom resenja jednacine (2)
i izraCunavanje inverznog Fourierovog integrala reSenja
jednacine (18) vodi 1ntegra01J1 po zatvorenoj konturi u
kompleksnoj ravni s razrezima u obe poluravni. Integracua
po deformisanoj konturi duz razreza daje konaéno resenje s
¢lanovima u obliku eksponencijalnih singularnih integrala,
slicno resenju (8).

Moze se zakljuciti da je oblik eksponencijalnog
singularnog integrala imanentan kako egzaktnom reSenju
transportne jednacine (1), tako i invertovanom reSenju njoj
srodne jednacine (18). Stavise, ovakvog oblika su i resenja
dobijena analitickom iterativnom metodom za Cestice bar
dva puta sudarene. Nasuprot ovome, ugaone gustine fluksa
nesudarenih i jednom sudarenih Cestica zapisane su pomocu
elementarnih funkcija. Dalja analiza funkcije (19) pomo¢i
¢e da se utvrdi da li osim nesudarenih i jednom sudarenih
Cestica postoje i druge Cestice Cija se ugaona gustina fluksa
moze prikazati samo upotrebom elementarnih funkcija.

Funkcija s logaritamskim singularitetima (19) nastaje pri
reSavanju jednacine (18) integracijom funkcije 1/ (1+ikp)
po promenljivoj p, u granicama koje su i granice
Fredholmovog integrala u jednacini (18):

dp 1 I+ik 20)
_11+zku zk 1-ik

Integral (20) moze se razloziti na dva ¢lana:

j-du 7]7- dp +J1- dp

S A+ikp G I+ikp 5 I+ikp @)
:é[-ln(l-ik)Jrln(]-lrik)]
14
Sto olakSava razumevanje nastanka logaritamskih

singulariteta. Naime, sada se lako uocava da funkcija
-In (1-ik)/(ik), analiticka u gornjoj poluravni {k|Imk>0}
i sa logaritamskim singularitetom u tacki k=—i donje
{k|Imk<0},
1/(1+ikp) po pn od -1 do 0, a da funkcija In(1+ik)/(ik),
{k|Imk< 0} 1 sa

poluravni postaje integracijom izraza

analiticka u donjoj poluravni

logaritamskim singularitetom wu tacki k=i gornje
poluravni {k|Imk >0}, nastaje integracijom istog izraza
po promenljivoj p od 0 do 1.

Ako se pretpostavi da su granice integrala na desnoj
strani jednacine (18) -1 i 0 (umesto pravih granica -1 1 1),
reSavanje jednaCine (18) vodilo bi funkcijama srodnim
funkciji  -In (1-ik)/(ik), analitickim u gornjoj poluravni
{k|Imk>0}.

Fourierova transformacija reSenja F*(k, ) bila bi izvedena

U tom slucaju, za x>0, inverzna

integracijom po zatvorenoj konturi u gornjoj poluravni
{k|Imk>0},upotpunosti analiticki [21].

Ukoliko bi granice integrala na desnoj strani jednacine
(18) bile 0 i 1, reSsavanje jednacine (18) vodilo bi
funkcijama srodnim funkciji In (1+ik)/(ik) , analitickim u
{k|Imk<0}. Za x<0

Fourierova transformacija reSenja f°(k, 11 ) bila bi izvedena

donjoj poluravni inverzna

integracijom po zatvorenoj konturi u donjoj poluravni
{k|Im k<0 }, takode, u potpunosti analiticki.

Ideja egzaktnog analitiCkog reSavanja specifi¢nih
transportnih jednacina, onih §to odgovaraju skupovima
Cestica s posebnim istorijama kretanja, bila je prvobitno
isprobana (koris¢enjem metode sudar po sudar) za
odredivanje Greenove funkcije beskonac¢ne sredine i
koeficijenta refleksije poluprostora [19,28,29]. Najpre je
postupak bio razvijen samo za izotropnu funkciju rasejanja,
da bi kasnije bio prosiren da obuhvati i anizotropiju
rasejanja Cestica, posebno slucaj linearne anizotropije
[20,30]. U daljem tekstu ovog poglavlja bi¢e pokazano za
koje se sve skupove Cestica moze analiticki reSiti
transportna jednaCina i kakav je oblik tih reSenja u
beskonacnoj sredini, ili poluprostoru.

Cestice u beskonacnoj sredini do poslednjeg sudara
rasejavane iskljucivo u p <0

U saglasnosti s prethodnim razmatranjem, u ovom
odeljku najpre ¢e se odrediti Fourierova transformacija

ugaone gustine fluksa Cestica F“(k,pu), kojima odgovara
transportna jednacina:

(I+ikp) Filkp)=

L2I+1 [
=Y o, P [ F'lkn') P (1 )dp'+
1=0 -1

L2+ Piu,)
cy — , nwel-1,1
; P GzP/(H)H_Z.kMO pel-1,1]

(22)

potom, Fourierovom inverzijom funkcije F“(k, ) utvrditi
reSenje ¢ “(x, ) ina kraju razmotriti sluéajevi izotropnog i

linearno anizotropnog rasejanja cestica.
Ako se jednacina (22) sukcesivho pomnozi sa

P.(n)(1+ikp), n=0,1,.,L i integrai po un u
granicama od -1 do 0, dobija se sistem jednacina:

L2041
Fit=cy| 1 Aulh) Fi(k)+
=0

. (23)
+cz2l Piu,)

Aol —20 n=0,1,..,L

~ ) [ +ikp
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U (23) simbol Fj (k) predstavlja n-ti Legendreov

moment ugaone gustine fluksa F“k p) definisan na
segmentu p €[-1,0]:

Filh=[ Felkp)p,(n)dp (24)

dok su funkcije A4;,,(k) odredene sa:

0

A= |

-1

Pn(u)lpl(u)d 25)
1+ikp
Aqi(k) su kompleksne funkcije Fourierove promenljive &

simetri¢ne u odnosu na indekse » i / i analiticCke u gornjoj
k -poluravni {k|Imk>0}. Za indekse n i ! niskog reda

funkcije A4;,(k) odreduju se eksplicitno, a za indekse viseg
reda izraCunavaju se rekurzivno [21].

Sistem jednacina (23) moZe se zapisati i u matricnom
obliku:

T F k)= N (26)

c
I+ikp

0

gde je 7°(k) kvadratna matrica dimenzija (L+1)x(L+1), sa
elementima:

21+1
tnk)=§ ,,-c TG 1 Ani(k) 27

dok su F“k) i §'(k) vektori dimenzija (L+1), sa
elementima F§’(k), definisanim jednakoscu (24), i s,(k),
odredenim izrazom

21+1

sik)= — o Ani(k) Pi(1,) (28)

L
1=0

Sistem jednacina (23) po momentima Fi(k), ili u
matri¢nom obliku (26), reSava se analiticki: kada je malo L

neposredno, a za L veliko, pomo¢u odgovarajucih
racunarskih programa [31]. Tako se za Zeljenu vrednost L,

moze zapisati F (k) kao:

¢ Dk

= ,
F i, D

n=01,..,L (29)

gde su pik)=detp (k) 1 D;k) funkcije odredene
analitickim reSavanjem sistema jednacina (23). Funkcija
det 7°(k)

D,(k) dobija se zamenom n-te kolone

elementima s;(k),/=0,1,...,.L , vektora §'(k) [32].

Kada se izrazi za momente (29) unesu u jednacinu (22)
dobija se reSenje u obliku Fourierove transformacije po
prostornoj koordinati x :

Filkpn)=
c Lol+1 0;(k) (30)

:(1+ikp)(1+iku(,); 3 UIPI(H)T@;HE[-I,I]

sa funkcijama Q,(k) odredenim jednakoScu:

Q,(k)=cDi(k)+Pi(n,) D(k) (€19
Funkcija p(k)
{k|Imk>0} [21]. Otuda su jedini singulariteti funkcije

Filkp) u toj k=i/p,
(pretpostavljeno je w,>0) i k=i/p, kada je p>0.

nema nula u gornjoj poluravni

poluravni prosti polovi

Primenom Caushyjevog racuna ostataka, za x>0 lako se
dobija resenje u realnom prostoru:

op)=
Q}(IZ/M) o Q}(’:/“ﬂ) ], 1w >0
¢ &2+l D(i/p) D(i/u,)
= Z 5 G P(n) .
H-H, 7= _ Q/(l./l»l()) e <0
D(i/u,)
(32)

Za x<0 inverzna Fourierova transformacija reSenja
(30) predvida integraciju po konturi u donjoj poluravni
{k|Imk <0} . Kako funkcije p'(k) i Qy(k), [=0,1,...L,u
ovoj poluravni nisu analiticke ve¢ imaju logaritamske
singularitete i tacku grananja k =-i, to se donja poluravan
razrezuje duz imaginarne ose od k=-i do k=-o0, ime
se obezbeduje jednoznacnost funkcija. Poznato je iz racuna
ostataka da kontura integracije ne sme razrez presecati, ve¢
ga mora obi¢i. Integracija po putanji duz razreza vodi
reSenju u formi singularnog eksponencijalnog integrala.
Otuda se za x <0 ugaona gustina fluksa ¢ “(x,n) ne moze
odrediti analiticki egzaktno.

Kada je izotropna funkcija rasejanja (L =0), reSenje
glasi [21]:

-/ -/ p
e e "’

1 e ey

" c 8 ,

¢ o) =5 — (33)
u 2] _ e ,M<0

x(cp,)
gde je funkcija y definisana sa:
cu 1

x(c,u)zl—jln(HE) (34)

Ako se uporedi reSenje ¢ ‘(x,n) (33) sa ugaonom

gustinom fluksa jednom sudarenih Gestica ¢ “(x, ) za
izotropno rasejanje (15), uoCava se da funkcija y(c, 1)
(sl.1) upuéuje na razliku ovih resenja. Vrednost funkcije
%x(c, ) jednaka je 1 kada je ¢=0, ili pn=0, a kada
konstanta umnozavanja ¢ i promenljiva p rastu, funkcija

¥ (c, L ) monotono opada.
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c=0
1.0
n
3 c=0.1
[8)
A
¢ €=0.5
0.8 -
€=0.9
c=1.0
0.6 —_—
0.0 0.5 1.0
I

Slika 1. Funkcija y(c,n)

Na sl.2 prikazane su gustine flukseva ¢ (x) i ¢2“(x),
dobijene integracijom resenja (33) i (15) po promenljivoj
p u granicama od -1 do 1. Izvor Cestica je jedini¢nog
intenziteta (1 Sestica/m’s), usmeren u u,=1.0. Relativne
razlike gustina flukseva najveée su za x=0. Kada je
c=0.1, $2(0) je za 6% veéa od ¢’(0), da bi za ¢=0.9
uvecanje iznosilo priblizno 84%. S povecanjem rastojanja
od izvora Cestica (merenim u duzinama srednjeg slobodnog
pita), gustine flukseva posle dostignutog maksimuma
eksponencijalno slabe, i pri tome se i relativna razlika medu
njima postepeno smanjuje. Ovi rezultati upuéuju na
zakljucak da novo resenje (33) najveci znacaj ima u okolini
izvora Cestica. Na rastojanjima od pet duzina srednjeg
slobodnog puta relativne razlike gustina flukseva ¢ (x) i

(I):,U(x) umanje se za jednu tre¢inu svojih pocetnih
vrednosti.

°(x), ®6(x) (ms7™)

Slika 2. Gustine flukseva ¢(x) i ¢;”(x) za izotropnu funkciju rasejanja

Kada je funkcija rasejanja linearno anizotropna (L =1)
reSenje je u obliku izraza [21]:

Orp)=
O o OA8) g s
c &2+1 D(n) D(u,)
= z 5 G/ P(1) -
H- M() =0 _ Q,(M()) e,x/w ) M < 0

D-(Ho)

(35)
u kome su:
D(n)=4D(i/n)=-32-c)’c n’+ 36)
+[4-3co p+6(2-cJo 0’ 1nlepn)
O (n)=40(i/n)=4+3c [21,(2-¢)-clu - 37)

66 (2-0n’ + 126 (1 - p A (C1)

O (w)=40(i/n)=22-c)u-4(u-p,) xlepn) (38)

Ako je ¢,=0, formula (35) prelazi u formulu (33) za
izotropnu funkciju rasejanja.
Na slici 3, za p,=1.0 i ¢=0.9, prikazana je gustina

fluksa ¢ ,(x) za linearno anizotropnu funkciju rasejanja.

Razmatrane su tri vrednosti ¢, - prvog Legendreovog
momenta funkcije rasejanja, koje reprezentuju tri
karakteristiCna rasejanja Cestica: dominantno unazad
(c,=-0.3), izotropno (g ,;=0.0) i dominantno unapred
(6,=0.3). Kada je rasejanje Cestica odredeno

momentomg ; =-0.3, gustina fluksa ¢,(x) je monotono
opadajuca funkcija, dok u slucajevima izotropnog rasejanja
i rasejanja pretezno unapred, grafik funkcije prolazi kroz
maksimum, a potom eksponencijalno opada. Najvece
relativne razlike gustina flukseva obrazuju se na mestu
izvora Cestica (34% 1 -39%, za rasejanje unazad i
rasejanje unapred u odnosu na slucaj izotropnog rasejanja).
S povecanjem rastojanja od izvora relativne razlike se
umanjuju i menjaju poredak po veli¢ini, buduéi da najvece
vrednosti ima gustina fluksa onih Cestica koje se rasejavaju
dominantno unapred.

0.8

%°(x) (m™*s™)

0.0

Slika 3. Gustina fluksa ¢,(x) za linearno anizotropnu funkciju rasejanja

Na osnovu integralnog ¢lana transportne jednacine (22)
nije tesko zakljuciti da ugaona gustina fluksa ¢ “(x, ) (32)
- koja je egzaktno reSenje ove transportne jednacine
invertovano u realan prostor za x>0 - predstavlja Cestice
koje se u beskonacnoj sredini do poslednjeg sudara
restriktivno rasejavaju uvek u pravcima omedenim sa
p < 0. Nakon poslednjeg sudara ove Cestice se rasejavaju

nerestriktivno u  p e€[-1,1]. Drugim re€ima, ¢ “(x, 1)
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opisuje skup svih Cestica jednom ili viSe puta sudarenih,
koje se ili nikada nisu rasejale u p >0, ili se to dogodilo

samo jednom pri poslednjem rasejanju.
Resenje (32) moze se takode izvesti metodom sudar po
sudar, za slucaj izotropne funkcije rasejanja [21].

Cestice u beskonacnoj sredini do poslednjeg sudara
rasejavane iskljucivo u p >0

U ovom odeljku kao prvi korak, odredena je funkcija
F’(k, 1) - Fourierova transformacija ugaone gustine fluksa
rasejanih Cestica kojima odgovara transportna jednacina:

(1+ikp) F'(kp)=

L2[+[ P( )J]‘Fb(k /)P(/)d I+

=C .
27 G ,u0 w)pP(un')dp (39)
Lo2l+] Piu,)

+ , -1,1

cl:() P G’P’(“)Hikuo pel-L1]

a potom je analiticki invertovano reSenje da se dobije
¢b(x, p ). Postupak sledi proceduru prethodno razvijenu za

odredivanje funkcije F“kpn) u prostoru Fourierove

promenljive k& i tehniku inverzije razvijenu =za
izraGunavanje ¢ “‘(x, b ) .

Ako se jednaCina (39) sukcesivho pomnozi sa
P.(p)(1+ikp), n=0,1,..,L i integrai po p u

granicama od 0 do 1, dobija se sistem jednacina:

. L21+1 . .
F (k):Cz o1 Ank) F7' (k) +
=0
(40)
Lo 2l+] Piu,)
+c ik ,n=01,..,L
I:Zo 5 GIA,/()I_H.kMO

u kome F2'(k) predstavlja n-ti Legendreov moment

ugaone gustine fluksa F’(ku), definisan na segmentu
pe[0,1]:

FU0)=[ F'kw)p.(1n)du @1

a A,,(k) funkciju Fourierove promenljive k , odredenu sa:

1

A;l(k)szn(u)P/(u) d

; (42)
o 1+iknp

Ranije je pokazano [21] da se funkcije A4,,k) mogu

izvesti iz funkcija 4;,k) (ALk)=(-1)"" 4;,(k)). To su
funkcije simetri¢ne u odnosu na indekse n i /, a s tackom
k=0 koja je regularna. Osim toga one su analiticke u
donjoj poluravni {k|Imk<O0}, s logaritamskim
singularitetom i taCkom grananja k =i u gornjoj poluravni
{k|Imk>0}.

Sistem jednacina (40) moze se prikazati u matricnom
obliku:

A+ A b+ _ c A+
THEE k)= Tikp S (k) (43)

0

gde simbol 7 (k) oznadava kvadratnu matricu dimenzija

(L+1D)x(L+1), s elementima:

N 20+1
tn’l(k) :8 nl~ c

o1 Aufk) (44)

dok je f"'(k) vektor dimenzija (L+1) s elementima
FY(k) definisanim jednacinom (41) i $'(k) vektor

dimenzija (L+1) s elementima g, (k)

Lol+]
s;(k)=zz o il Pk, (45)

Za izabranu vrednost L, moZe da se zapiSe reSenje
sistema jednacina (40) kao:

c Dk

F(k)=— ,n=01,.,L 46
I+ikp, D'(K) (46)

gde su D'(k)=det7’(k) i D,(k) funkcije odredene
analitiCkim putem.

Kada se momenti (46) unesu u jednacinu (39), dobija se
reSenje problema u obliku Fourierove transformacije:

b ¢ Lo+ ] 0k
P i & 2 T o @)
pel-11]
sa funkcijama Q| (k) odredenim jednako$¢u:
0,()=cDi(+P(n,) D"k (48)

Funkcije D'(k) i Q,(k) imaju za svoje komponente
funkcije 4,,(k), te su i same analiticke u donjoj poluravni
{k|Imk<0}, a sa logaritamskim singularitetom k=i u
{k|Imk>0}. Otuda se inverzna

Fourierova transformacija izraza (47) analiticki moze
izvesti samo za x <0.

Kako funkcija p*(k) u donjoj poluravni {k|Imk<0}

gornjoj poluravni

nema nula [21], to je F’(k,u) u &itavoj ovoj poluravni
analiticka sa samo jednim prostim polom k =i/p, ako je
u<0. Ako je u>0, tada je F°(kpn) strogo analiticka
bez ijednog pola u donjoj poluravni. Za ¢estice upucene iz
izvora u pravcima p,>0, reSenje u prostoru realne
promenljive x <0 dobija oblik:

0, u>0
c 20+1 L (49)
o /P(1) O, (/1) o
b 2

+/e e
D'(i/n)
koji je analogon ranije odredenom resenju za ugaonu
gustinu fluksa ¢ “(x, 1) (15).

Kadaje L =0, reSenje glasi [21]:

>

0,un>0

-x/p

“0 e—’ n <0 (50)
xelul)

1

b )= S
0lp)=-3
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Na sl.4 prikazane su gustine flukseva ¢2(x) id g“(x) za

tri vrednosti konstante umnozavanja Cestica c¢. Izvor
v . . ey . . . N 2 .

Cestica jedini¢nog intenziteta (1 Cestica/m’s) usmeren je u
pravcu n,=1.0. Za ma koju vrednost konstante

umnozavanja c, gustina fluksa ¢Z(x) ima vece vrednosti
od odgovarajuce gustine fluksa jednom sudarenih Cestica.
Njihove relativne razlike povecavaju se s porastom
konstante ¢ . Sta vise, na veéim rastojanjima od izvora ta se
tendencija pojacava. Na primer, za ¢=0.9 i x=0.0,
gustina fluksa ¢Z(x) vec¢a je od gustine fluksa ¢f,”(x) za
28%, dok za x =-5.0 njihova relativna razlika iznosi 43%.

10

10

10 ™

0°(x), ¢"(x) (M%)

10 ™*

Slika 4. Gustine flukseva ¢z(x) i ¢;”(x) za izotropnu funkciju rasejanja

Za L =1 resenje je:

o Gop)=
0, u>0
B (51
= Mﬂ;—czpz(u) 0,(w) o <0
D(n)
u kome su
D(n)=4D(i/n)=4D(-i/n)=Dp(-n) (52)
0,(n)=40,(/n)=4+35 [21,(2-c)+clu— 3)

—66 (2-c)p’ + 126 p(p-p,) x| nl)

0,(1)=40,(I/n)=22-Ju-4(n-p,) xeclul) (4

U slucaju linearno anizotropne funkcije rasejanja, za
u,=1.0 i ¢=0.5, frakcije ¢;(x)/¢ (x) date su na sL5.

Udeo gustine fluksa ¢Z(x) u gustini fluksa svih sudarenih
Cestica najveéi je za rasejanje Cestica predominantno
unazad. Ova karakteristika postaje sve izrazitija s
povecanjem rastojanja od izvora.

0.8

@0’ (x)/90(x)

0.0 T T T T

Slika 5. Frakcija ¢z(x)/¢ +(x) za linearno anizotropnu funkciju rasejanja

Da se odgovori na pitanje, koje su Cestice

reprezentovane ugaonom gustinom fluksa ¢ (x, 1) (49),

treba se podsetiti da je ¢b(x,u ) egzaktno reSenje

transportne jednacine:
6 X,
9 (1) ( ) b )=
L20+] h , N
=cz o P [§"au ) Pw)du's (55
=0 0
L2l+1 et
X e () Pk = el L)
1=0 0

gde je od Fourierove transformacije (39) postupak analize
zapoceo. Granice integrala na desnoj strani jednacine (55)
ukazuju da ona opisuje transport Cestica u beskonacnoj
sredini koje se do poslednjeg sudara rasejavaju uvek u
pravcima p >0. Poslednje rasejanje Cestica zbiva se

nerestriktivnou p e[-1,1].
Cestice u poluprostoru x>0 do poslednjeg sudara
rasejavane iskljucivo u p <0

Prema analogiji, ¢ “(x, ) ovde oznagava ugaonu gustinu

fluksa bar jednom sudarenih cestica koje difunduju u
poluprostoru x>0, a do poslednjeg sudara rasejavaju se
samo u p < 0. Transportni proces opisan je jednac¢inom:

NG,

o o )=

Lo POw [ PR A (56)

csz(M)Pl(lu,,) ,nel-L1]

L
. ZL: 20+ e
0 0

s grani¢nim uslovima koje ispunjava funkcija ¢ “(x, 1 )

¢ (too,n)=0, pel-11] (57)

OO n)=0, n>0 (58)

Da bi se uspesno primenila metoda Fourierove integralne
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transformacije na transportni problem u poluprostoru
x>0, potrebno je da se zameni ovaj problem
ekvivalentnim zadatkom transporta Cestica u beskonacnoj
sredini. To se postize rasprostiranjem medijuma (koji
prvobitno ispunjava samo poluprostor x>0) na
poluprostor x <0 i postavljanjem odgovarajuceg fiktivnog
izvora Cestica u ravan x = 0 beskonacne sredine, upravo na
mestu  slobodne  povrSine  poluprostora.  Dokaz
ekvivalentnosti dva transportna zadatka u teoriji je poznat
pod nazivom Placzekova lema [1,26]. Na osnovu nje,
¢ “(x, ) - reSenje transportne jednacine (56) s grani¢nim
uslovima (57) i (58) u oblasti x€[0,+ ), jednako je
reSenju transportne jednaCine zapisane za beskonacnu
sredinu [21]:

W R ) -

i, c1Pz(u)i¢“(x,u')P,(u')du'+
+cj
Fuo O n)S(x-0), nel-1,1]

s grani¢nim uslovima ¢ “(+ oo,pn )=0, p e[-1,1].

(39

’L/Ho

G/PI(H)PI(HO)

},l,,

Primenom Fourierove transformacije po prostornoj
koordinati x na jednacinu (59), dobija se:

(1+ikp) Fetkp)=

L2l+] .
=Y T o P [ Pl Po(w ) dp'+

=0 -1 (60)
CZ 20+1 ,Pl(u)P'(“”)+

I+ikp,
tpd Op), pel-1,1]

Ako se u potpunosti ponovi razvijena procedura za
formulisanje sistema jednacina po nepoznatim momentima

funkcije F°(k 1), dobija se:

Lo2I+1
FZ'(k)=CZ

1=0

o1 Aulk) Fi(k) +

& 20+ Piu,)
(k) ————— +
; 1A ik, (61)
I ¢(0u)du n=01,..L

-1

Momenti F (k) 1 funkcije A4;,(k) ranije su definisane

izrazima (24 i 25), respektivno.
Sistem jednacina (61) u matri¢noj formi glasi:

.[M)( ) 5 Plwdn  (62)

T 0 E" =17 ik

gde je znalenje simbola 7°(k), F“(k) i §'(k) istovetno
kao u (26, 27 1 28), dok f’( u ) predstavlja vektor dimenzije
(L+1) ¢iji  su
P(pr) (=01,.L).

Momenti F; (k) zapisuju se u opStem obliku kao:

elementi Legendreovi polinomi

Fik)=
¢ Dik jud) (OM)D(kM) wn=01..L (63)
]+Zk“0D(k) I1+ikp  D(k) o

pri Cemu su:

D(k)=det7 (k),

dobijena zamenom n-te kolone determinante p(k)

D (k) determinanta

elementima s;(k) vektora §'(k), i Dik ) determinanta

nastala zamenom n-te kolone determinante p(k)

elementima p,(p) vektora 13( ).

Kada se momenti (63) postave u jednac¢inu (60) dobija se
resenje u obliku Fourierove transformacije po koordinati x :

oy c L2/ +] o
Fillkp) (1+iku)(1+ikp0); oIP(W) o

¢ &2+ Lo (0.n') Ditkp') 64
D 2 ol )j ik oy (@

s funkcijama Q; (k) odredenim kao iu (31):

Q(k)=cDi(k)*+ P(1,) D (k) (65)

U izrazu (64) valja uociti da je reSenje F“(ku)
izvedeno u zavisnosti od ¢ ‘(0,1 ), pu <0, ugaone gustine

fluksa Cestica koje umicu kroz slobodnu ravan x=0. Ova
veli¢ina jo§ uvek nije poznata, medutim to nece smetati da
se konacno resenje odredi eksplicitno.

Resenje u realnom prostoru za x>0 dobija se
inverznom Fourierovom transformacijom izraza (64).

Budué¢i da funkcija fF°kp) u gornjoj kompleksnoj
poluravni {k|/mk>0} ima jedine singularitete u vidu

prostih polova, inverzija se obavlja dosledno analiticki
prema ranije izlozenom postupku.

Kada je n <0, jedino prvi ¢lan na desnoj strani izraza
(64) ima prost pol k=i/pu, (n,>0), dok su druga dva
¢lana analiticke funkcije bez polovau {k|Im k> 0} . Otuda

resenje sledi neposredno:

¢'p)=

L

¢ & 2+] 0i(i/n,)
u-un; o obiw )D(/ )¢

"/Hn, x>0’u<0
(66)

Dobijeni rezultat odgovara reSenju ¢ “(x,pn) (32) za
beskonac¢nu sredinu, kada je i pu <0. Zaista, posle prodora
inicijalnog snopa kroz slobodnu povr§inu x=0 u pravcu
p,>0, ugaona gustina fluksa Cestica koje su sve do
poslednjeg sudara bile rasejane u pu <0, ne zavisi od toga

da li je poluprostor x <0 ispunjen nekom supstancom ili je
vakuum. Drugim re¢ima, Cestice koje se iz poluprostora
x <0 vrate u poluprostor x>0 ne pripadaju vise onom

skupu koji je predstavljen reSenjem ¢ “(x, ) .
Kada se resenje (66) unese u jednakost (64) za p <0 i
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primeni graniéni uslov (58), ¢“(0,u)=0 za p >0, dobija
se funkcija F“(k,u) koja je sada odredena eksplicitno:

L c Lol+1 o .
= g & 2 P
Lol  Wpitkn')
UﬂhUZ; GJW%CU+%WHNEX (67)
L 1 ’ Q;’(l/u()) ’
] T L LA L Dy
xl p'- Holz: 2 P(M)D_(i/uo)] e

U gornjoj kompleksnoj poluravni {k|Imk>0}, za
p >0, prvi ¢lan na desnoj strani izraza (67) ima proste
polove k=i/p i k=i/p,, dok drugi ¢lan ima samo prost
pol k =i/u. Fourierova inverzija F“ (k, ) daje:

, _ ¢ 20+1 Q(l/].i) u Q(Z/].L(,) r/p,,
penn) u-u(;; 2 oWl e o) "
L ot 20+1 P 20'+1 Q(l/“o)
¢ D‘(i/u),zo: 2 ° (“)Z > °plm,)
].J.P,(H)D/(l/l»lu)dp_ x>0, u>0
o(w-p)(p-pg)
(68)

Prvi ¢lan na desnoj strani reSenja (68) odgovara reSenju
(32) za beskona¢nu sredinu, dok postojanje drugog clana
ukazuje na razliku ova dva reSenja. Priroda transportnog
procesa iz koga je izdvojen skup CcCestica koje se u
poluprostoru x>0 do poslednjeg sudara rasejavaju
isklju¢ivo u p <0, dobro razjas$njava ovaj rezultat. Naime,
u beskonacnoj sredini Cestice iz posmatranog skupa
poslednji sudar mogu doziveti u prostoru x <0, rasejati se

u u>0 i potom vratiti u prostor x>0. Zato se ugaona
gustina fluksa ¢“(x,pu), p>0, za beskonaénu sredinu

razlikuje od odgovarajuce ugaone gustine fluksa ¢ “(x,u ),
p >0, za poluprostor.
Za izotropnu funkciju rasejanja reSenje glasi:

1 Q()(l/“’) X/ Q()(l/l"l())

_ X/H(; +
$om)= 2u uo[D(l/u) D(Z/M()) ]
xu 69
+(C)2 MO/ W,) J‘ LD/ ') du', w0 (69)
27 D/w)D (/) S (0 -p)(n'-p,)

Ako se imauvidudaza L=0 vazi:

M= )=1-5 4 ()=1+-—1n(I-i
D (k)=ty(k)=1 ZAo,o(k) I+ 2l.k1n(1 ik) (70)

Difk)=si(k) = Aoo(k)* ln(1 ik) (71
Qk)=cDyk)+ D (k)=1 (72)

i
Dik,n)=P(1n)=1 (73)

reSenje (69) postaje:

_ 1 e-x/p e-)c/;.l
bou)= 2p- ug[x(cu) x(c ug)]

(74)

4 & et [ u'dp' N
(2j X(Cau)x(cauo)_fl(u'—u)(u'—uo)’ h>0

Kada se integral na desnoj strani jednaCine (74) resi,
poslednji izraz dobija jednostavniji oblik:

. _c 1 1
P 2u Ko x(en,)

[ -], n>0  (75)
Konac¢no, ako se reSenju (75) za p >0 pridruzi reSenje
koje sledi iz jednacine (66) za p <0, ukupno reSenje ce
biti:
1 1
2u-p, xlen,)

¢ (xp)=

X/ -x/po’ >0)
{e e H (76)

_e')‘/“o’ H<0

Rezultat (76) pokazuje da za L =0 ugaona gustina

fluksa ¢“(x,n) odgovara ugaonoj gustini fluksa jednom

sudarenih ¢estica ¢”(x,n) (15), za x>0, podeljenoj sa

x(cm,)
Grafici funkcija ¢ (x) i ¢ (x), koje predstavljaju

integrale ugaonih gustina flukseva ¢ “(x,u) i ¢“(,u) po
promenljivoj p u granicama od 0 do 1, prikazani su na
sl.6. Kao i u prethodnim slucajevima, izvor Cestica je
jedini¢nog intenziteta, usmeren u pravcu p,=1.0. Za

1)+

x=0 gustine flukseva ¢, (x) i ¢
odgovara granicnom uslovu (58). Relativna razlika gustina

(x) jednake su nuli, §to
flukseva ¢ (x) i ¢'"(x) ne zavisi od prostorne koordinate
x:

0y @-07"® )
0 T Y Iy, )=
¢y () Hek)=

In(l+1/p,)  (77)

Na sl.7 prikazane su gustine flukseva ¢, (x) i (])2”'(x),
koje predstavljaju integrale funkcija ¢ “(x, 1) i ¢“@x,n) po
promenljivoj 1, u granicama od -1 do 0. Gustine flukseva

imaju oblik jednostavnih eksponencijalnih funkcija
prostorne koordinate x . Nanovo je relativna razlika gustina
flukseva nezavisna od x, pri ¢emu je njena vrednost
odredena jednakoscu (77).

o
N

/.L0=1 .0

¢ (x), ¢ (x) (M%)
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Slika 6. Gustine flukseva ¢ (x) i 2/) “(x) za izotropnu funkciju rasejanja

i transport u poluprostoru

60 (x), ®7(x) (M%)

o
-
[
N
.
(6

Slika 7. Gustine flukseva ¢, (x) i ¢2]) ‘(x) za izotropnu funkciju rasejanja i

transport u poluprostoru

Resenje ¢ “(x,n) kada je linearno anizotropna funkcija
rasejanja razmatrano je detalnije u referenci [21].

Zakljucak
Sprovedena analiza kompleksnih funkcija koje se
pojavljuju  tokom reSavanja transportne jednacine

Fourierovom transformacijom, pokazala je da postoje
domeni u kompleksnoj ravni (gornja kompleksna poluravan
{k | Im k > 0} i donja kompleksna poluravan {k [ Imk < O} )
u kojima su one strogo analiticke ili samo meromorfne.
Drugim rec¢ima, u jednoj od ovih oblasti funkcije nemaju
logaritamske singularitete. Otuda se Fourierova inverzija
reSenja transformisane jednadine, komponovanog od samo
analitickih ili meromorfnih kompleksnih funkcija, moze
obaviti egzaktno. Rezultat je reSenje transportne jednacine
u realnom prostoru koje je sadinjeno od elementarnih
funkcija, bez ¢lanova sa singularnim integralima.

Na osnovu gornjeg zapazanja, po prvi put su egzaktno
reSene transportne jednacine specificnih skupova Cestica
koje difunduju u beskonacnoj sredini. Dobijeno je
analiticko reSenje ¢“(x,u), za x>0 - ugaona gustina
fluksa Cestica koje se u beskonacnoj sredini do poslednjeg
sudara restriktivno rasejavaju uvek u pravcima omedenim
sa p <0, kao i reSenje q)b(x, K),za x <0 - ugaona gustina
fluksa Cestice koje se do poslednjeg sudara rasejavaju uvek
u pravcima p >0, sa poslednjim rasejanjem koje se zbiva
nerestriktivno u p €[-1,1]. Zatim je reSena transportna
jednacina Cestica koje prodiru kroz poluprostor x>0, pri
¢emu se do poslednjeg sudara rasejavaju iskljucivo u
p <0. Njihova ugaona gustina fluksa ¢ “‘(x,pn), za x>0,
takode je egzaktno odredena.

Nova reSenja svojim oblicima podsefaju na ugaonu

gustinu fluksa jednom sudarenih &estica ¢”(x,u ) : redenje
®‘,u) u poluprostoru x>0, a reSenje ¢’(,u) u

poluprostoru  x <0. Ispitivanjem fizickog smisla ovih
velicina utvrdeno je da one zaista predstavljaju

. .. . 1
generalizaciju ugaone gustine fluksa ¢ “(x, 1 ) .
Sva resenja formulisana su za proizvoljnu anizotropiju

funkcije rasejanja, ali su konacni izrazi izvedeni samo za
izotropno i linearno anizotropno rasejanje. Nema nacelnih
prepreka da se uklju¢i funkcija rasejanja viSeg reda
anizotropije, izuzev $to konaéni izrazi postaju previse
glomazni.

Nova reSenja specifi¢nih transportnih jednadina imaju
jednostavne matematicke oblike, slicne ugaonoj gustini
fluksa jednom sudarenih Cestica. Medutim, ona ukljucuju
siri skup od skupa jednom sudarenih CEestica, znatno blizi
skupu svih €estica.lzracunavanja i poredenja pokazala su da
nova resenja, nezavisno od samog heuristickog znacaja,
imaju nesumnjivu prakticnu vrednost. Ona dovoljno tacno
zamenjuju ukupno reSenje u dominantno apsorbuju¢im
sredinama, u grani¢cnom podruc¢ju malih vrednosti konstante
umnozavanja c.
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