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Generalisane inverzije u teoriji i primenama kod linearnih
singularnih sistema automatskog upravljanja
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Singularni sistemi predstavljeni su u matemati¢kom smislu kombinacijom diferencijalnih i algebraskih jednacina, pri
¢emu ove druge predstavljaju ogranifenje koje opSte reSenje, mora da zadovolji u svakom trenutku. Primera
singularnih sistema ima skoro u svim granama nauke i tehnike. Javljaju se Cesto u elektromagnetnim kolima,
dinamici robota i savremenih letelica, optimizacionim problemima i kao grani¢ni slu¢aj singularno-perturbovanih
sistema. Dinamicka analiza ove klase sistema u vremenskom domenu podrazumeva poznavanje reSenja sistema
diferencijalno-algebarskih jednacina. Zbog specificnosti koje nosi sa sobom matri¢ni zapis ovih sistema, neophodno je
primeniti nestandardne inverzije odgovarajuéih matrica. Ovi postupci pozanati su u literaturi kao generalisane ili
pseudoinverzije. Imajuéi u vidu obimnost ove problematike, celokupni prikaz ovog problema podeljen je u dva dela.
U prvom delu radu izloZene su matemati¢ke osnove pseudoinverzija a u drugom njihova primena u refavanju
linearnog singularnog sistema jednacina. IzloZene procedure propracene su odgovarajuéim primerima.

Kljucne reci: Linearni sistemi, singularni sistemi, generalisane inverzije, Moore-Penroseova inverzija, Drazinova inverzija.

Uvod

REDMET narednih proucavanja je primena Moore-Pe-
nroseove 1 Drazinove inverzije na odredivanje kretanja
linearnih singularnih sistema.
Posmatra se sistem dat jednacinama:

E x (t) = Ax(t) + Bu(t)
X, ()=Cx(t), t=0
gdeje E, 4 e R™ ,Be R™ , Ce R”" irang E = g <n.

)

Zatvoreni oblik reSenja linearnih regularnih
vremenski neprekidnih singularnih sistema: prilaz
s pozicija primene Moore-Penroseove inverzije

Bez gubitka opstosti, moze se pretpostaviti da matrice 4
i E imaju oblik:

I, 0 A4 A4
E= 1 | 4= @
0 0 A, A,

Neka je W, potprostor konzistentnih pocetnih uslova,
Owens, Debeljkovi¢ (1985) za sistem u slobodnom radnom
rezimu Ex(t) = Ax(t), dat sekvencom u Lemil.Tada je
matri¢ni par (E,4) regularan ako, i samo ako je: N(E)
N W, =0, kako je pokazano u Lemil.

Lema 1. Neka je N(E) "W, =0 1idimW, =1, Owens,
Debeljkovié (1985).

" Maginski fakultet, 11000 Beograd, 27. marta 80
? Tehnolosko-metalurski fakultet, 11000 Beograd, Karnegijeva 4

Teorema 1. Neka je matrica V =[V, V,]', gde je
V,eR*™ i V,eR" ",
formiraju bazu prostora W, .

Neka je, dalje, matrica Q =[Q, QZ]T, gde je O, takva

matrica koja zadovoljava uslov Q) =1, a sa matricom Q,

takva da kolone matrice V

koja formira bazu skupa {qT 1q"V, = 0} )

Tada je:
Ol4 4]
=n-1
rang[ 4 4, n 3)
Dokaz: Posto je:
o 0 4
N = =EW,
{O 1o g @)
onda je
(12 0 L
dim( R(A)) = dimR(4) —
0 17,.,

0, 0 %)
sl

= dimR(4) —dim(RA) N EW,)

—dim(R(4) N N {
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Koriste¢i definiciju potprostora W, iskazanu Lemoml,
ima se:

dim(A™ (EW,)) = (6)

=dim(N(4)) + dim(RA) N EW, ) =dim(W,)
Kombinujuéi jed. (5) i jed. (6), ima se:

dim(ﬂ% 10 Dm(A)):

=dimR(4) — dim(RUA) N EW,) =
= dimR(4) — dim( W, )+dimN(4) =n — dim( W, ) =n—1

O]

Na kraju se dobija:

rang[Q;[Al f]}—dim([{% 10 DER(A))—n—l (8)

Kako je N(E) "W, ={0}, to je rang(¥," ) = 1, pa uvek
postoji matrica Q, takva da je OV, = I,. Takode, rang Q, =
= dimN(V]") = g -1, $to je i trebalo pokazati, Dias,
Mesquita (1990).

Slobodni radni rezim

Posmatra se sistem, dat jed. (1), u slobodnom radnom
rezimu.

Za nekonzistentne pocetne uslove, singularni sistem u
slobodnom radnom rezimu ima impulsno ponasanje. Ovde se
razmatraju samo glatka reSenja generisana za pripadajuce
konzistentne pocetne uslove regularnog singularnog sistema.

Teorema 2. Neka je X(E) "W, =0,a O, 4,4, 1 V=

=V, %] kao jedatou Lemi I. Tada je:
x(1) =V 1(2) ©))
gde je:
f(t) =2 2V f0), t=0 (10)

konzistentno reSenje sistema.
Dokaz: Zamenjujuéi jed.(9) u jed. (1), ispisanu za
slobodni radni rezim, dobija se:

EVE (t) = Av(t) (11)

Sto je ekvivalentno sa:

o olifer[d 2l
‘ f(t)=
0 07, )

Na osnovu toga, jed.(9) ¢e biti reSenje sistema (1), u
slobodnom radnom rezimu, ako vazi:

£ f(¢
v, () (12)

Vi) =[4 A4VE@) (13)

Pomnozimo gornji izraz matricom Q s leva. Na osnovu
osobina matrica O, 1 Q, datih u Lemil, imamo da:

f)=0[4 4]V (14)
0,[4 A4]ViH=0 (15)

Uslov, dat jed. (15) je zadovoljen za svako f(7), jer je:
Vi) ew,, Vi) (16)

posto matrica V reprezentuje bazu prostora ¥, . Na osnovu
prethodnog izraza i Leme I, dobija se:

AVE() e AW, C EW, (17)
Na bazi Lemel:
14 o 0
AVt =N
ocli (0] o
Onda je:
QZ 0 Al AZ_
VA1) =0, V(¢
{0 || |7 TO=0vI0 (19)
Konac¢no se dobija:
O, [4 A4 ]VEr)=0,Vi() (20)
Funkcija f(¢) se moze dobiti iz jed.(14) kao:
f(5) =2 V" 5(0) (€2}
uz:
f(0) € R', 1=dim(W,) (22)

Dias, Mesquita (1990).

Prinudni radni rezim

Posmatramo kontinualan singularni sistem u prinudnom
radnom rezimu dat jed. (1) sa sistemskim matricama datim
jed.(2).

Ako je det( 4,) # 0, konzistentno reSenje sistema, datog
jed. (1) zahteva jedino kontinualan vektor ulaza u(f). U
suprotnom, ako je det(4,) = 0, konzistentno reSenje
zahteva da vektor ulaza bude diferencijabilan, tj. u()eC®,
za neko p=1, definisano jed. (32).

Prirodno je da se konzistentna reSenja sistema, datog jed.
(1) potraze u obliku:

x(6) = V(t) + SL,.u(”(t) (23)

U nastavku se izlazu neka preliminarna razmatranja,
neophodna za formulciju glavnog rezultata.

Pretpostavljajuci da je matri¢ni par (E, 4) regularan i da
jeu(®)eC’, iz jed. (23) sledi:

EX(t) = [Vl}f(z) = pz_]ELI.u(””(t) =
0 = (24)
= AVE(t) + (A L, + B)u(?) + ,,Z ALu"(¢) .

i=0
1z prethodne jednacine, dobija se:

{ f(t) = 4 4] V() +
0 (= 4 4] ()
Al A2 Bl_

+(|:A3 A4:|LO +|:BZ_J u(t) ! (25)

+§ A A | OL,1 u? (1) -
<\ 4, 4" o o]
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I, 0
_|:(;f 0} L/Hu(p)(t)

Da bi prethodna jednacina bila zadovoljena, potrebno je da:
p-1

([4, AL +B)u@)+) [4, 4]Lu”(@)=0 (26)
i=1

bude =zadovoljeno za svako
ekvivalentno sa:

te[0, +), ili S§to je

[4, 4,]L,+B,=0
[4 A?]leo o7
[4, 4,]L,,=0

Neka je O =[0, 0, ]T kao §to je definisano u Lemil.

Mnozeéi s leva, prvih g jednadina izraza datog jed. (25),
matricom Q, dobija se:

f(t) = Q1 [Al Az]V
+0,Bu(n)+ i(g (4 4]L-0[l

-0,[1, 0]L, u®”

fO+ (04 4]+

0]L, Ju()— (28)

0, [Al Az] VA1) + (0, [Al Az]Lo +0,B)u(@) +

+Z(Q2 [Al Az]L[ _Qz [Ik O]LH )u([)(t)_ (29)
-0,[1, 0]L, u"” =0
iz koje se dobija:
0, [A1 Az] ViH=0
o, [A1 Az] Ly+0,B, =
: (30)

o4 4]L,, -0 0L, -
QZ[Ik O]L,H:O

Prva jednadina prethodnog sistema treba da bude
zadovoljena za proizvoljno (7). Kombinujuéi jed. (27) sa
jed. (30) dobija se:

Q4 41, _ 0B
4 4, B,

: 31
{QZ[A] AZJ}LI{Qz[Ik 0]} ) D
A3 A4 P P

[0 [Ik O]LH =0

Po Lemil, L, je reSenje svake i-te jednacine sistema,

datog jed. (31), zai =0, 1, ..., p —1, a poslednji izraz
definiSe stepen diferencijabilnosti vektorske funkcije ulaza

u(?).

Posto je:

0,[1, 0]L,, =0 (32)

onda:
0, o1[ o] _
@ e o
ili:
o 0)_
ELPICNHO IqD_EWk (34)
paje:
R(L, )= RE)+ W, (35)

Na osnovu toga, algoritam se zavrSava kada se nade L,
koja zadovoljava jed.(35).

Koeficijenti L, se mogu izracunati koriste¢i Moore-Pen-
roseovu generalisanu inverziju kao:

Loz_{Qz[Al Az]} [Qsz} 36)

A4, A4, B,

, [et4 4l el o],

Sl o4 4 0 (37)
i=0,1,....,p-1

Prethodni rezultat je sumiran u sledecoj teoremi:
Teorema 3. Neka je N(E) N W, =01 u(?) € C". Tada,

ako suf(f)i L, definisani jed. (28,36 137) onda je:

x(6) = V(1) + SL,.u(”(t) (38)

konzistentno reSenje regularnog sistema, datog jed. (1).
Dokaz. Dokaz je prakti¢no oli¢en u svim prethodnim
izvodenjima, pa se stoga ovde smatra izlisnim, Dias,
Mesquita (1990).
Kao posledica Teoreme 3, x(0) je konzistentni pocetni
uslov ako vazi:

p-1
x(0) = V£(0) +>_ Lu(0) (39)
i=0
Za svako u(¢)eCP, jed.(39) definie konzistentne podetne
uslove sistema, datog jed. (1).
Primetimo da, u slucaju da je W, = 0, matricaQ se svodi

na jedini¢nu matricu reda g a po Lemi I, tada je matrica 4
regularna matrica, pa se reSenje pojednostavljuje:

p-1
x() =) Lu" (1) (40)
i=0
uz:
=—A"'B
L=A"EL ,i=0,1,..,p-1 (41)
p*l =0

U opstem slucaju, za proizvoljan par (x(¢), u(?)), za koji
je sistem, dat jed. (1), resljiv, odgovarajuéi pocetni vektor
f(0) se dobija iz jed. (23) kao:
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f(0) =V [x(0) + pZi Lu”(0)] (42)

i=0

Prethodni rezultati omogucavaju iznalazenje kretanja
singularnog sistema u prostoru stanja.

Zatvoreni oblik reSenja linearnih regularnih
vremenski neprekidnih singularnih sistema: prilaz
s pozicija primene Drazinove inverzije

Razmatraju  se  reSenja  singularnog  sistema
diferencijalnih jednaCina samo kada su matrice £ i 4
kvadratne. Iznose se rezultati dati u radu Campbell (1980b).

Slobodni radni rezim

Za ova razmatranja pogodno je singularni sistem, dat u
uobicajenoj formi, prikazati kao:

EX(f)+ Ax(1) =0, x(0)=x,. (43)

Definicija 1. Neka matrice E, 4 € C"*" ity € R. Vektor
x(tp) = x € R" naziva se konzistentni pocetni vektor
pridruzen trenutku ¢, ako jed. (43) ima najmanje jedno
reSenje. Jed. (43) je traktabilna* u trenutku ¢,, ako ima
jedinstveno reSenje za svaki konzistentni poc¢etni vektor x,
pridruzen trenutku ¢,.

Ako je homogena jednacina E x(t) = Ax(t) traktabilna u
nekom trenutku #, € R, onda je ona traktabilna u svakom
trenutku ¢ € R, pa se jednostavno kaze da je ona traktabilna.

Lema 2. Neka su matrice £, A € C"*". Pretpostavimo da
postoji broj A € C takav, da matrica (AE + 4) - postoji, i
neka su:

E, =(NE+A)'E, A =(\E+4)'4 (44)
Tada je:
A, =1-L\E, (45)
i stoga:
E A = AE, (46)

Teorema 4. Za E, A € C" * ", homogena algebro -
diferencijalna jed, (43) je traktabilna ako, i samo ako
postoji skalar A € C, takav da postoji matrica (AE +A)71.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji A € C, takav da je
matri¢ni par (AE+A) regularan, tj. da postoji matrica (AE +
A)’l. Neka vazi jed. (44). Tada je jed. (43) traktabilna ako, i
samo ako je jednacina:

Ex()+A4,x(t)=0 (47)

traktabilna.
Moze se pokazati da uvek postoji nesingularna matrica
transformacije T takva, da:

Lo 0 0
T ET{O N} (48)
Tar=rg-npr=| 49
=T ( 7T = 0 [N (49)

gde je O, obavezno regularna, a N nilpotentna matrica sa

osobinom N' =0, gde je v =Ind (N).
Ako se uvede transformisani vektor stanja:

x(1) = T y(?) (50)

polazna jednacina stanja preinaCuje se u :

*Skladna, prilagodljiva, plemenita.

[Qo 0}[?’1(0}{1—7@0 0 Myl(t)}{ﬂ} 51)
0 N|y,® 0 I-AN||y,(n| |0

ili:
Oy (D)+ =20,y (1)=0 (52)

Ny,O)+(I=AN)y, () =0 (53)

Jed. (52) je traktabilna jer je Q, regularna matrica. Sada
je potrebno pokazati i da jed. (53) ima istu osobinu.
Mnozeéi jed. (53) prvo sa N “', dobija se:

Ny =0 (54)
azatimsa N 7?2 i
Ny, =0 (55)

pa nastavljajuci na isti nacin, dolazi se do zakljucka da je i
y»(f) = 0, $to znaci da je i jed. (47) traktabilna. Ostali deo
dokaza nije od interesa za ovo izlaganje.

U lit. Campbell (1980b), pokazano je da izneti rezultati
ne zavise od izbora skalara A, A € C, koji figuriSe u matrici
(AE + A)fl, odnosno da A moze biti bilo koji broj koji nije
koren jednacine det (AE + 4) = 0.

Teorema 5. Neka je jed (43) traktabilna. Tada je njeno
reSenje dato sa:

X(t) _ e—EDA(z—zD)EEDq , qe " (56)

Stanje xo € C" je konzistentno pocetno stanje za datu
homogenu jednacinu ako, i samo ako je:

x, = EE"x, (57)

Dokaz. Koriste¢i Teoremu 4 vidi se da sistem dat jed.
(43) ima resenje:

y, () = e—Qa‘u—ng)u—zo)dl (58)

y2()=0,

Vracanjem na pocetne promenljive, dobija se:

X()=Ty(1) =

-05" (1200 )(1—1g) I 0 d
=7|°¢ Olpir 7] | (60)
0 0 00 d,

_FD A(t— A A
= o B tO)EEDXO’

d, je proizvoljno. (59)

pri ¢emu su matrice E i A definisane jed. (44), a:

|:dl:| n
x, =T eC (61)

Prinudni radni rezim
Teorema 2. Neka matrica (AE + A) ima inverznu
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matricu za neki skalar A i neka je ulazna funkcija u(?) k-
puta diferencijabilna u okolini pocetnog trenutka f,. Tada
nehomogena jednacina:

EX(t)+ Ax(¢) =u(r) (62)
ima opste resenje:

xX(t) = e BV EEPq +

t
_EP ] EP e SND A
+e A’IeE TE () dt +

) (63)
+(I - EED)S(—DI'(EAD)I' AP (1)
par
Ozna¢imo sa:
w=(I-EE” )ki (1) (EAP) AP0 (¢) (64)

i=0

Vektor w je nezavisan od izbora A. Stanje X, je
konzistentno pocetno stanje pridruzeno f, € R za
nehomogenu jednacinu ako, i samo ako zadovoljava uslov:

(I-EE”)(x, —w(0))=0 (65)

Nehomogena jed. (62) je traktabilna u trenutku ¢, i njeno
jedinstveno resenje, s pocetnim uslovom x(#,) = x,, dato je
jed. (63), gde je q = x,.

Dokaz. Neka je:

X, () = EDe‘E";‘fje”‘EDﬁ(r)dr (66)
x,(t)=(I - EED)E(—D"EI'(AD)"*‘ i (¢) (67)

gde je uzeto da je #) =
da vazi sledece:

0, radi lakSeg zapisivanja. Pokazimo
EX,(t)+ Ax,(t) = EE"u(r) (68)

E, () + Ax, (1) = (1 - EE” )u(t) (69)
Jednostavnim izraCunavanjem dobija se:
Ex,(1) = E(—E%xl )+ EDe*f”’e’f”*"“u(t))
= —EE” Ax, (1) + EE"u(t) (70)
= —Ax, (1) + EE u(t)

Z( 1) (EAD i+l A (z+l)(t)

=

(- (EL”Y A ()

i=0

(-1 BP0 (1) (71)

= Ax,(t) + (1 EEP )AADu(t)
= —Ax, () +(1 - EE” ) (r)

Prema tome, x,(¢) 1 x5(¢) su partikularna resenja, §to je i
trebalo pokazati, a jed. (63) predstavlja opsSte reSenje
nehomogene jednacine, date jed. (62).

Treba primetiti da za traktabilnu homogenu jed. (62),
vektor pocetnih uslova mora da zadovolji:

(I-EE")x, =0 (72)
ili, u ekvivalentnoj notaciji:
x, e R(£) (73)

Medutim, jasno je iz prirode procesa da jed. (72 i 73)
vaze za svako x = x(f).

Slino, za nehomogenu jednadinu, vektor pocetnih
uslova zadovoljava:

(I-EE”)(x,~w,)=0 (74)
odnosno:
(I-EEP)(x(t)-w(t))=0 (75)
ili, u ekvivalentnoj notaciji:
(x(t)-w(1)) € m(é’f ) vt (76)
Jedan sasvim drugi prilaz odredivanju kretanja

singularnog sistema u prostoru stanja dao je Dai (1989).
Naime, polaze¢i od standardne kanonicke forme,
regularnog singularnog sistema u obliku:

%,(1) = Ax,(1)+ Bu(?) (77)
Nx,(¢) = Ix,(t) + Bu(?) (78)
Xi(t) :Xil(t)+xi2(t) = Clxl(t)+c2x2(t) (79)

gde x(f) € R u(?) € R”, x{t) € R%, x,() € R\, xa(0) €
ean, n = n; + ny, a matrica N je nilpotentna sa Ind (N) = v.

Valja primetiti da je dinami¢ko ponaSanje “sporog”
podsistema, jed. (77), opisano obi¢nom diferencijalnom
jednacinom, koja ima jedinstveno resemje za bilo koje
pocetne uslove x;(0) i za bilo koju, u delovima neprekidnu
funkciju u(?)

x, (1) =e"x,(0)+ je”‘ “IBu(t)dt (80)
0

Prema tome, x;(¢) je kompletno odredeno sa x;(0) i u(v),
T € [0, 1].
Pretpostavimo dalje, da je ulazna funkcija u(f) v puta
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diferencijabilna, u delovima neprekidna funkcija.
Sukcesivno diferencirajuéi obe strane jed. (78) sa
uporednim mnoZenjem istih matricom N, dobija se sledeéi
sistem jednacina:

Nx, (1) = Ix, () + B,u(?),

N%,(f) = Nx2 (t)+ NBZZI'J(t), &

NxS () = NS (@0 + Nt ()

Imajuéi u vidu da je N¥ = 0 (nula matrica), iz poslednje
jednacine dobija se:

X, (1) = —f N'B,u? (1) (82)

Jed. (80 i 82) pokazuju dva interesantna fenomena.
Naime, lako se iz jed. (80) vidi kumulativni efekat
delovanja u(?), dok je taj efekat u jed. (82) trenutan zbog
prisutnih vremenskih izvoda funkcije u(¢). Time se i
objasnjava uobicajeno proglasavanje da se “spori” deo
sistema manifestuje kroz sistem jed. (77), a "brzi" deo kroz
sistem jed. (78).

Numeric¢ki primeri

Neka je dat linearni singularni sistem svojim triplom
(E,A,B), Pavkovié¢ (1998):

1 0 0 O
01 0 O
E:
00 -1 0
00 0 O
0 0 0 1 0
0O 01 0 0
A= B =
-1 1 00 0
1 0 0 1 -1

Prilaz sa pozicija Moore - Penroseove inverzije
Ovaj metod podrazumeva da je matrica £ obavezno

singularna i oblika:
P I, 0
0 0

Polazni sistem jednaCina se, zbog toga, transformiSe
mnozenjem trece jednacine sa —1. Onda je:

1 0 00
01 00
E:
0010
00 0O
0 0 01 0
0 0 1 O 0
A= , B=
I -1 0 0 0
1 0 01 -1

Na osnovu sekvence date u Lemi, Owens, Debeljkovi¢
(1985), odreduje se potprostor W, :

11{0]|0
. 0[|1]]0
wW,=R", EW,=span ol'loll
0/]10/||0
Dalje je:
W, = A" (EW,)={x:Ax e EW,} =
1][o][o0]
=4X:AX = span 0 s ! s 0
01101
0]10]]0]
odnosno:
0 0 0 1]x 1] [o] Jo
0 0 1 0fux 0 1 0
=a| [+B| |+7
1 -1 0 0fx 0 0 1
1 0 0 1]x 0 10 0
Resavanjem ove jednacine dobija se:
x+x,=0
paje:
o]0
W = span 0 ’ 1 , 0
0]0]]1
-1/10] [0
0] [0] 11/0(]0
ElespanEO,El,EO = span 0,1,0
0 0 1 0110(|1
-1 0] |0] 0/]10]|0

Kako je EW, =EW,,ondajei W, =W, =W,.
Matrica V je, po Teoremi [ takva, da njene kolone
formiraju bazu prostora W, , tj.:

1 00
100
0 10
V= V=101 0f, 1,=[-1 0 0]
0 01
001
-1 00

Matrica Q0 =[Q, QZ]T je takvadaje OV, =1,,a Q, je
baza skupa {qT 1q"V, = 0}, tj:

o-la)-

Potprostor koji sluzi za odredivanje duzine niza
koeficijenata L, je:

S O o =
S o = O
(= =R )
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0 B 0 0 |
e
N(E) +W, =R*, N(E) =span 0 1 Jo
k ’ 0 f,(2)= E(e" —cost+sint)  cost  sint || fy
l 1 f30
—(—e " +cost+sint) —sint cost
To znaci da ¢e, za svaki L,, R(L,) biti podskup tog L2 .
prostora, pa algoritam staje ve¢ kod prvog koeficijenta L, Vektor f; je odreden sa:
koji je: -l
£(0)=f, =V"* {x(()) —ZLiu“)(O)} =V"[x(0)— L,u(0)]
J |:Q2[A1 Az]:|# |:Qsz:|: i=0
’ %S 4, B, gde je:
0 05 0.5 x'(0)=[0 0 0 1], w0 =L,
~ {0 00 oﬂo}_ 0 0 {0}_ 0 i
1 00 1]|-1 0 0| -1 0 05 0 0 —05]
0 05 0.5 VY=l 0 1 0 0
Ocigledno, 0 01 0
1 pa je:
0 n 1 1 T 1
R(L,)=span cR — 00 —-——=|(|0 0.5 =
0 2 2 2
0 0
1 f,=]0 0 0 - =/ 0
0 0
pa algoritam staje uz p = 1. 0 01 O 0
a 1] |05
Sada je: -
f()=0[4 4V 10)+0[4 4]L +OBu®)+ Homogeni deo refenja je:
Sl aln-oln 0Lo- 03¢’
o A =L o f,(t)=e"f, =| —0.25(¢”" —cost +sint)
-Q/[1, O]L,u" =04 A4V f(1)+ 0.25(e™ —cost—2sint)
QO [A1 Az]Lo +0,B)h(1), Partikularno reSenje je:
jerje u(®)=0, V> 0. nt o
f ()= Ru(t)d
Zamenjujuéi vrednosti matrica Q, A, B i V u gornji izraz, ,()=e I[e u(t)dt
dobija se:
gde je:
-1 0 0 0.5 _ -
f))={ 0 0 1(f(@®)+| 0 [A®) & 0 0
1 -1 0 0.5 1
e’" =| —(ef —cosT —sinT) cosT —sinT
Homogeni deo reSenja gornjeg sistema diferencijalnih 2
jednacina je: . ) )
—(—€' +costT —sint) sinT  COST
f,(1)=e"f, -2 -
ade je: Podintegralna velicina je: ] )
-1 0 0 Jio 0.5 05 0.5¢°
P=10 0 1|, f,=|f0!|, R=|0 n . . 1. )
1 -1 0 fa 0.5 e "Ru(t)=e 0 |-1= Z(e —coST —3sint)
0.5 1
odnosno: Z(—e’ +3cost —sint)

a njen integralni deo od 0 do ¢ je:
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1 0 0 -1
O.Se’ -0.5 . 1 0 -1 -1
t 1 A =
J.e’PrRu(r)dt =|1+—(e' —sinz+3cost) 0 -1 0 0
0 4 10 0 0
Le 3sint .
| 5 (¢ ~3sini—cost) | Takode, A= A" A=1, i
Pertikularno resenje iznosi: 1 0 00
A 1 1
0.5-0.5¢ E-aE-| 01 . g
f (1)=|1-0.25(e" +3cost +sint -
/O ( ) -1 0 00

0.25(e™" —cost +3sint)

Konacno reSenje je: f(2) =1, (1) +1,(¢) , gde je:

1 0 0 O

f,=05-¢" po - 0 0 -10

f, =1-0.5(e™" +cost +sin¥) -1'1 0 0

S, =0.5(¢”" —cost+sint) -1 0 0 0

Resenje sistema je: paje:
p-1 1 0 0 0
X()=VHE@O)+ Y Lu® = V() + L, h(z) o 010 0 o
i=0 E E’ = i E? A=E"

5 . 0 010
$to daje: 100 0

x()=f()+05=1-¢"
x,(8) = f,(1) =1-0.5(e”" +cost+sint) .
x%,(6)= (1) = 0.5(¢”" —cost+sin) W= (I~E E") Y (~-(EA"Y A”Bu (1)
X,()=—f(1)+05=¢" 1:0

Na osnovu ranijih rezultata, vektor w je:

Kako je u(f) = h(t), vektor w je u pocetnom trenutku:

w(0)=(I—-E E°)(EA")° 4B 1
Prilaz sa pozicija Drazinove inverzije

Ovaj prilaz podrazumeva predstavljanje singularnog gde je: . X
sistema u slede¢em matri¢nom zapisu: AP =4 =1
i
Ex(t)+ Ax(t) = Bu(t), x(0)=x,. .
a su stoga: A
p & B-4p-|!
1 0 0 O 0
01 0 O
E= 0]
00 -10 -
pa je:
00 0 O )
0 0 0 -1 0 00 0O 1 0
0 0 -1 _0 0 0) 0000 11 ! 0
— Wi = NAA = .
A= | Lo ol B= 0 0 00O 0 0
- 100 1 o] |1
-1 0 0 -1 -1 B
Matri¢ni par (E, A) je regularan, jer je: Konzistentni pocetni vektor x, mora da zadovolji:

det(AE + 4) =—h'+2° +1 +1 (I-E E”)(x(0) - w(0)) =0,

$to nije identicki jednako nuli. Ako izaberemo da je A = 0,
det(L\E + A) =1 # 0, onda se (AE+ A)™" pretvarau A,
gde je:

tj:
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00 0 0] x, 0

000 O0f x |_ 0 0
00 0 Of| x4 0

I 0 0 1][x,-1 Xig F X4 —1

Zakljuuje se da je usvojeni pocetni vektor Xx,=

=[0 0 0 I]T konzistentan.
Homogeni deo resenja je:

_ EPhppp,
x,=e "EE"x,=0,

jer je:

l oo~
©c o~ o
o —~ o o
o o o o
- o o o

Prvi deo partikularnog resenja je:

x,()=U-E ED)fi(—D(EADyﬁDéum(g:

i=0

=w(t)=w(0) =

- o O O

jer je w(f) konstantan vektor, s obzirom na ¢injenicu da je

u(t) = h).

Drugi deo partikularnog resenja je:

X, (1) = e’ED’i’J‘eEDATEADl}u(T )dt

0

T

e

j-eﬁg;k SBde _j- 0.5(¢" —cost —sint) o -

0 o| —0.5(¢" —cost +sint)

T

—e

e -1
1 0.5(e" +cost+sint)—1
- —0.5(e' —cost—sint)
- +1
Nakon sredivanja dobija se:
I-¢"
1-0.5(e”" +cost +sint)
X, (0= _t .
0.5(¢”" —cost +sint)
—l+e”

Kompletno resenje je:

1-e”
1-0.5(e”™" +cost+sinf)
0.5(e”" —cost+sint)

—t

e

X(0) = x, () +x, () +x,,() =

$to u potpunosti odgovara reSenju dobijenom Moore-Pen-
roseovim prilazom, Pavkovic¢ (1998).

Zakljucak

Izlozena su dva pristupa reSavanju singularnog sistema
diferencijalno-algebarskih jednacina. U oba slucaja korisce-
ne su pseudoinverzije kvadratnih matrica. Sa racunskog
stanovista ,nesto jednostavniju proceduru predstavlja prilaz
s pozicija koriS¢enja Drazinove inverzije. S dva pazljivo
odabrana primera prezentovane su izlozene metode i
ukazano kako se, za sisteme nizih redova, moZe odrediti
kretanje singularnog linearnog kontinualnog sistema u pro-
storu stanja.

Dodatak A - Elementarne operacije nad
matricama
Tri osnovne operacije koje se nazivaju elementarnim,
primenjuju se nad matricama. To su:
— Zamena bilo koje vrste ili bilo koje kolone
- MnozZenje skalarom bilo koje vrste ili kolone

— Mnozenje skalarom bilo koje vrste ili kolone i dodavanje
tako dobijenog rezultata nekoj drugoj vrsti, odnosno
koloni. Polazna vrsta, odnosno kolona, ostaje pri tome
nepromenjena.

Koriste¢i sukcesivno navedene elementarne operacije,
moze se pokazati da se svaka matrica, rangd =r, moze

svesti na jednu od sledecih struktura:

s [

Dodatak B - Linearni vektorski prostori

Linearni vektorski prostor X je skup elemenata, koji se
nazivaju vektorima, definisan nad poljem skalarnih brojeva,
koji zadovoljava osam postulata operacija sabiranja i
mnozenja skalarom.

Dodatak C - Linearna zavisnost

Definicija C1. Neka je x,, i=1, 2, ...n, ograni¢en broj
vektora koji pripadaju linearnom vektorskom prostoru X.
Ukoliko postoji skup od 7 skalara a, , od kojih je bar jedan
razli¢it od nule, koji zadovoljavaju Za,xi =0, onda se
vektori zovu linearna zavisnost.

Definicija C2. Za svaki skup vektora x,, i=1, 2, ...n,
koji nije linearno zavisan, kaze se da je linearno nezavisan.
To znaci da je uslov Za‘xi =0 zadovoljen samo za
a, =0, i=12,...n.

Linearna zavisnost vrsta, odnosno kolona, date kvadratne
matrice moze se vrlo lako ispitati odredivanjem njene
determinante. Za det4#0 vrste, odnosno kolone su
linearno nezavisne. Za det 4 =0 vrste, odnosno kolone su
linearno zavisne.
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Dodatak D - Vektorski prostori

Neka je X linearni vektorski prostor, i neka je
u,, i=12,...m, podskup vektora u X. Kaze se da skup

vektora u, razapinje (span) prostor X ako za svako x e X
postoji bar jedan skok skalara a, € R, koji omoguc¢avaju da

se X izrazi kao linearna kombinacija od u,:

X=au, +a,u, +...+a,u

m=m >

Bazisni vektori
Skup bazisnih vektora v,, i=1, 2, ...n,za prostor X, je

podskup vektora u X koji:
— razapinju prostor
— koji su linearno nezavisni

Stoga, skup bazisnih vektora se sastoji od najmanjeg
broja vektora neophodnih za razapinjanje prostora.

Skup bazisnih vektora datog prostora nije jedinstven, ali
svaki skup bazisnih vektora ima jednak broj elemenata. Za
izabrani bazis prostora X, svaki vektor xe X ima
jedinstvenu prezentaciju. Jedan od najpogodnijih bazisnih
skupova X" je prirodan Kartezijanov skup e, tj.
ortonormirani bazis, ¢iji su vektori jedini¢ni i uzajamno
ortogonalni.

Dimenzija vektorskog prostora
Dimenzija vektorskog prostora X, u oznaci dim(X),

jednaka je broju vektora u bazisnom skupu. Otuda n-dime-
nzionalni linearni vektorski prostor ima n bazisnih vektora.

Suma. Direktna suma.
Za dva data linearna vektorska prostora U i V' nad istim

poljem brojeva 3, moze se formirati novi vektorski prostor
X, kao njihova suma:

X=U+V
To znaci, da se svaki vektor x e X moze napisati kao:

x=u+v, uelU , velV

Ukoliko postoji jedan i samo jedan par u, v za svako X,
tada se X zove direktna suma Ui V, u oznaci:

X=U®V

$to implicira da je jedini vektor koji pripada i jednom i
drugom prostoru nula vektor:

Unv ={0)

Dodatak E - Ekvivalentnost predstavljanja
singularnih sistema u matricnom zapisu

U razmatranju kanonickih formi, bio je istaknut znacaj
mogucih reprezentacija matematickih modela, a u svetlu
nejednoznacnog izbora veli¢ina stanja singularnih sistema,
Debeljkovic et al. (1996a, 1996b, 1998). Samim tim, moze
se uspostaviti veza izmedu oformljenih modela jednog te
istog realnog sistema. Analogno tome mogu se formirati i
razli¢ite kanoni¢ke forme matricnog para (E,4). Naredna
izlaganja pokazuju da u takvim prilikama, a pod odredenim
uslovima, postoji ekvivalntnost takvih matri¢nih zapisa.

Definicija EI. Neka ¢ oznacava skup u kome je
uspostavljena odredena veza (relacija) I' izmedu bilo koja

dva elementa ®,,®, €@ . Simbol ® ', koristiée se da

predstavi relaciju I' izmedu elemenata ®, 1 ®,. Ako I

zadovoljava:
VO, ep , IO, )
VO, , ®,, ®,eq , ako: ®ID, , @
~ ~ 11
O,I0, , OI'D, je tacno.
VO, , ®,cp , ako @ TD,
(iii)

mora da vazi ©,['®,

Prvi uslov je poznat kao osobina refleksivnosti, drugi kao
tranzitivnost 1 tre¢i kao osobina invertibilnosti.

Posle ovih postulata, relaciji I' moze se pridruziti atribut
ekvivalencije. Primenjeno na singularne sisteme, pojam
ekvivalencije ima slede¢i smisao. Naime, posmatrajmo dva
singularna sistema opisana svojim jednacinama stanja i
jednacinama izlaza:

EX(t) = AX(¢)+ Bu(t)

x,;(t)=Cx(1) (ED)

EX(0) = A(0)+ Bu(t) )
x, (1) = C&(1)

Pretpostavimo da postoje dve nesingularne matrice U i
V, tako da je:

x()=V () (E3)
UEV =E, UAV=41 (E4)
UB=B , cv=C (E5)

Po ovakvoj zameni bazisa prostora stanja, odnosno
transformaciji koordinatnog sistema, jed. (E3) za sisteme
date jed. (E1,E2) kaze se da su ograniceno sistem
ekvivalentni. U tom smislu pomenuti sistemi poseduju
osobine refleksivnosti, invertibilnosti 1 tranzitivnosti.
Samim tim omoguéeno je da se polaznom sistemu pridruzi
niz ekvivalentnih sistema, odnosno kanoni¢kih formi.

Definicija E2. Dva sistema S, 1S, su ograniceno

sistem ekvivalentn, ako su njihove pridruzene sistemske
matrice povezane na sledec¢i nacin:

U 0] [sE—-4 -B [V 0] [sE,—4, -B,
= (E6)
0 7 C 0 0 I C, 0
gde su Ui V nesingularne matrice.
Na osnovu jed. (E6) mogu se formirati razlidite

kanonic¢ke forme singularnih sistema, polaze¢i od forme S,
kao bazicne.
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