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Razdvajanje kretanja u dinamici leta projektila

Dr Dragoslav R. Petrovi¢, dipl.inz."

IstraZeno je viSe metoda za razdvajanje sistema diferencijalnih jednacina na jednacine brzog i sporog kretanja koje
su pogodne za primenu u sluaju Zirostabilisanih projektila. Sve metode se zasnivaju na odredenoj smeni
promenljivih prvobitnog skupa diferencijalnih jednacina, s ciljem dobijanja drugog skupa (diferencijalnih, ali i
integrodiferencijalnih jednacina koje do sada nisu kori§¢ene u dinamici leta) obi¢no veceg dva puta od prvobitnog
skupa jednacina, ali pogodnijeg za reSavanje i/ili aproksimacije.

Kljucne reci: Spoljasnja balistika, dinamika leta, razdvajanje kretanja, sporo kretanje, brzo kretanje.

Uvod

ELO oblika zirostabilisanog projektila (stabilisanog

velikom rotacijom oko uzduzne ose simetrije) u
prostoru vrsi dve vrste, fizicki razli¢itih, kretanja. Jedno je
translacija polozaja centra mase Cije su promene relativno
male u odnosu na drugo kretanje i naziva se sporo, a drugo
je uglovno kretanje oko uzduzne ose simetrije i oscilovanje
same ose Cije su promene velike, i naziva se brzo kretanje.
Diferencijalne jednacine, kojima se opisuje sporo i brzo
kretanje, Cine sistem jednadina koji mora da se reSava,
simultano numeri¢kom integracijom. Kako veli¢inu koraka
integracije po nezavisno promenljivoj uslovljavaju veli¢ine
koje se najbrze menjaju, a to su, najcesce, dve od tri
uglovne velicine, dobija se veliko ukupno vreme integracije
jer se nepotrebno vrSe racunske operacije s veliCinama,
prakti¢no, konstantnim za duzi vremenski period. Stara
ideja razdvajanja sistema jednaina na jednaine sporog i
brzog kretanja, omogucava vrSenje numericke integracije
razli¢itim veli¢inama koraka integracije: malim korakom za
veli¢ine brzog kretanja, a velikim korakom za veliCine
sporog kretanja. Pojmom "zamrzavanje koeficijenata"
obuhvacen je postupak "iz nuzde" (za koji ne postoje
nikakve matematicke osnove), prilikom razdvajanja
jednacina kretanja blago rotirajuceg projektila — rakete, ali
ne i zirostabilisanog projektila. Matematicki posmatrano,
problem razdvajanja kretanja se svodi na formiranje i
razmatranje reSenja sistema diferencijalnih jednacina u
kojima figuriSe mali parametar. Razdvajanje kretanja je do
sada uglavnom koriS¢eno za formiranje diferencijalnih
jednacina brzog i sporog kretanja tela koje se kreée oko
nepokretne tacke — ziroskopa [1], kao i za sistem
diferencijalnih jednacina u kome dominiraju ziroskopske
sile [2]. Poznato je da je jedan oblik razdvajanja uspesno
izvrSen u dinamici leta aviona [3], kao i u dinamici leta
blago rotirajucih projektila — raketa, pri ¢emu je koris¢eno
"zamrzavanje koeficijenata" (u jednacinama uglovnog
kretanja usvaja se da su veliine translatornog kretanja
poznate i da se ne menjaju s vremenom). Kao rezultat
razdvajanja, dobijene su dve grupe jednacina, tzv. bo¢nog i
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uzduznog kretanja, koje su u stvari jednacine varijacija
veliCina stanja kretanja u odnosu na referentne. U [4] je
takode za avion, izabran drugaciji pristup. Kao rezultat
razdvajanja su dobijene dve grupe diferencijalnih
jednacina: kratkoperiodi¢nog i dugoperiodi¢nog kretanja.
Ove jednacine su nastale uvodenjem malog parametra
€ <<l 1 prelaska od realnog vremena ¢ na malo
bezrazmerno kvazivreme t =¢¢. Parametar ¢, kao mala
veliCina, figuriSe uz izvesne ¢lanove dobijenih jednacina
koje u matri¢cnom obliku glase:

dx

L — o, ) +2g(x,) (1)
D~ b, y)+of(x,) @

gde su: x,y -vektori sporo i brzo promenjivih, a ¢,g,b,f

su matrice - funkcije. Za reSavanje ovog tipa jednacina su

razvijene metode u [5]. ReSenja dobijenih aproksimativnih
jednacina su takode aproksimativna. Nacin njihovog
reSavanja je sledeci:

a) ako jee =0 uvedeno u jednacinu (1), dobija se, u
stvari, da je reSenje sporo promenljivex=x, , a
jednacina (2) je oblika:dy, /dt, =b(x,,y)+ef(x,,y),
gdeje t, =1 /¢ ;

b) za sve vreme dok se x, bitnije ne promeni deli se
interval # na potreban broj podintervala i numericki
reSava y,;

c) koriS¢enjem poznatog reSenja za y, na kraju intervala
integracije #,, reSava se jednacina (1) za x sa € #0.

Odnosi perioda 7, brzo promenljivih i 7, sporo
promenljivih su za avione reda 7, /T, ~ 107 . Isti odnos kod

Zirostabilisanih osnosimetri¢nih projektila je reda 107, pa
razdvajanje kretanja diferencijalnih jednacina projektila ne
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moze da se izvrSi na ovaj nacin. Druga grupa metoda za
razdvajanje promenljivih smatra se kao standardna i zasniva
se na kanonskoj transformaciji [6] Cijom se primenom
povecava broj jednacina, poSto se uvode spregnute
promenljive. U [7] je izbegnuto povecéanje broja jednacina i
pored uvodenja spregnutih promenljivih. Broj dobijenih
jednac¢ina Hamiltona, u kojima figuriSu spregnute
promenljive, zahvaljujuci kori§¢enju generatora grupe LI,
nije ve¢i od broja polaznih jednacina. Metod tzv. direktnog
razdvajanja kretanja je koriS¢en u teoriji nelinearnih
vibracija [8], dok u dinamici leta nije kori$éen, a sastoji se u
svodenju prvobitnog sistema diferencijalnih jedna¢ina na
sistem od dve grupe integrodiferencijalnih jednacina. Kod
integrodiferencijalnih jednacdina se veliCine, Cije se reSenje
trazi, nalaze sa znakom diferencijala na levoj strani
jednakosti, a istovremeno se nalaze i na desnoj strani
jednakosti, ali pod znakom integrala. Integrodiferencijalne
jednacine je teze reSavati nego prvobitne, diferencijalne, jer
metode za numericku integraciju integrodiferencijalnih
jednacina nisu standardizovane, po$to metoda za integraciju
integrodiferencijalnih jednacina zavisi od fizikalnosti
doti¢nog problema te ne mogu da se koriste numericke
metode opsteg tipa, Sto zna¢i da za svaku
integrodiferencijalnu jednacinu treba saciniti odgovarajucu
numericku metodu. Proizlazi da u osnovi svih koris¢enih
metoda lezi odredena smena promenljivih prvobitnog skupa
diferencijalnih jednacina, da bi se dobio drugi skup
diferencijalnih (i drugih) jednacina, obi¢no veci od
prvobitnog dva puta, ali pogodniji za reSavanje i/ili
aproksimacije.

Mehanicko razdvajanje kretanja

Sistem diferencijalnih  jednacina kretanja tela u
vektorskom obliku moze da se napiSe kao:

Lz=F(zinznt) (i=1..n) €)

Vreme ¢ u (3) je nezavisno promenljiva, 7; su konstante
vremena, a z, uopstene koordinate. Razdvajanje kretanja na
brzo i sporo kretanje je moguce, ako su konstante 7;
razli¢itog reda veli¢ina. Ako su npr. tri grupe konstanti:
T,,T;,T, , mati¢na jednadina (3) moze da se fizi¢ki razbije

na tri grupe:

Toxi =£,(Xes X Viseos Vys Zis s 2,51); (i=1,.., p) 4

ST/ yj :gj(xlsmaxp7y1:~~~ayqazla~~~7zrat); (J=1,,CI) (5)

€°T, zk =Ny (Xpsees Xy Viserns Vo Ziseen Zest); (K =1,.0,7) (6)

prgq+r=n ; a>1 ; e<<l

Uslov da prikazane jednacine mogu da se napiSu u
datom obliku jeste da srednje vrednosti funkcija [f],|g], ||
imaju priblizno jednak red veli¢ina. 1z (4-6) se vidi da se po
brzini promene zavisno promenljivih moze izvrsiti sledeca
gradacija: x; -spore; y; -brze; z, -najbrze. Ideja
mehanickog razdvajanja kretanja [9], sastoji se u reSavanju
upros$éenog sistema jednacina dobijenog uvodenjem € =0
u (5,6). Uproséene jednacine (4-6) postaju mesovitog tipa,

B

diferencijalne i algebarske:
7}).6,- =, (X1ses X, Viseos Vg Z15eens 25 t); (=100, D) (7
0:gj(xlv"axp9y13"'9yq9217"'9zr3t); (]:lovq) (8)

0:hk(xl9'"sxp’yls”"yqazls'"’Zrat); (kzl,...,l") (9)

Brzo promenljive y;,z, se nalaze kao reSenje dve

algebarske jednacine (8,9) u funkciji samo sporo
promenljivih, i to za x; = const :
Vi =y (X, X,) (10)
Zp = Z; (X505 X)) (11)

Ovako dobijena reSenja (10,11) su samo srednje
vrednosti promenljivih u polozaju ravnoteze, a ne prava
reSenja u funkciji vremena. Stanje ravnoteze Ce biti stabilno
samo kada realni delovi korena karakteristicne jednacine
A(p)=0 brzo promenljivih y;,z; imaju negativou

vrednost, tj:

R 1 % o8
ool g .
% B, B %,

Ay =| D O o =0
oh, oh, ohy _up OB
ayl geseesececanes 9 ayq Py 621 1 9% 62,
oh, oh, oh, oh,
By o e et
(12)

Samo u slucaju kada su ispunjeni uslovi dati u (12),
moguca je zamena sistema diferencijalnih jednacina (4-6)
sa (7-9), tj. dopuSteno je =zanemarivanje Cclanova

STj’ i s“Tk”. Mehanicko razdvajanje kretanja, matematicki

posmatrano, nije strogo definisano, a dobijene jednacine
nisu potpune. Proizvoljnost se ogleda u usvajanju x;=const,
a nepotpunost u nedostatku mogucnosti razmatranja
karaktera promene brzo promenljivih veli¢ina y; z; poSto se
samo odreduju njihove srednje vrednosti u polozaju (i nizu
poloZaja) ravnoteZe. Oblast izmene ), z; je nazvana
grani¢ni sloj, u skladu s terminologijom koja se koristi u
hidrodinamici, za Cije osobine se koristi slozen matematicki
aparat, ali jo§ uvek nedovoljno razraden. Pokazano je da se
izlozenim postupkom razdvajanja kretanja moze razmatrati
stabilnost i naci ekstremne vrednosti uopstenih koordinata.
Sledi da zamisao o ,razdvajanju kretanja” nije ostvarena
reSavanjem razdvojenih jednacina, ali je ukazano na veliku
korist ove metode kada se koristi u druge namene [18-19].

Direktno razdvajanje kretanja kori§¢enjem
integrodiferencijalnih jednacina
Ova metoda je wuspeSno koris¢ena u posebnim
slu¢ajevima nelinearnih vibracija [8]. Zakljucci o osnovama
ove metode doneti za jednodimenzionalnu vektorsku
jednacinu s jednim stepenom slobode kretanja, primenice se
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i za viSedimenzionalni sluc¢aj. Polazna pretpostavka je da se
oscilatorno kretanje x moze predstaviti u obliku sume dva
kretanja: sporog y 1brzog y kao:

x= (1) +y (t,1) (13)

U (13) je x vektor generalisanih koordinata opsteg
mehanickog sistema cCije se kretanje opisuje, y je
komponenta sporog kretanja, a y brzog kretanja. Sporo
vreme je ¢, a brzo vreme t =7, gde je ® veli¢ina Cija je
vrednost velika, i ona je frekvenca oscilovanja. Polazna
pretpostavka je, da je y periodi¢na veli¢ina s periodom
oscilovanja jednakom 2m , jer su tada izbegnute izvesne
teSkoce u koris¢enju ove metode. Kao rezultat razdvajanja
se dobijaju dve grupe jednaCina koje su ekvivalentne s
prvobitnom jednacinom zbog toga Sto se samo pogodnom
matematicCkom manipulacijom, bez ikakvih zanemarivanja,
od jedne, dobiju dve grupe jednacina. Udvostru¢avanjem
broja jednacina, bez uvodenja novih promenljivih, §to je
npr. slu¢aj kod kanonskih transformacija, pruza se
mogucnost da se izvesni ¢lanovi u dobijenim jednac¢inama
odstrane ili dobiju odredenu vrednost. Takode, dve
ekvivalentne jednaCine umesto jedne, od kojih jedna
opisuje brzo kretanje, a druga sporo kretanje, pruzaju
moguénost dobijanja aproksimativnog reSenja. Pod
odredenim pretpostavkama, jednaéina brzog kretanja moze
da se reSi nezavisno od jednacine sporog kretanja. Uz
pretpostavku da je mali vremenski interval integracije
jednacine brzog kretanja, usvaja se da se bitno ne menjaju
veli¢ine sporog kretanja. Ova tehnika, sama po sebi, nije
nova; poznata je kao metod "zamrzavanja koeficijenata" i
koristi se prilikom analitickog reSavanja sistema
diferencijalnih jednacina, naroCito linearnih sa "sporo
promenljivim koeficijentima"; nove su osobine razdvojenih
jednacina kretanja, narocito brzih. U njima se, s leve strane
jednakosti promenljiva nalazi sa znakom diferencijala, a
istovremeno se s desne strane jednakosti nalazi pod znakom
integrala. Prema tome, jednacina brzog kretanja nije viSe
obicna diferencijalna, kao §to je polazna jednacina, ve¢ je
promenila karakter i postala integrodiferencijalna. Prema
poznatim podacima, integrodiferencijalne jednacine nisu
koris¢éene u dinamici leta (u aerodinamici jesu, ali kao
poseban oblik integrodiferencijalnih jednacina - integralne).
Ovaj tip jednacina se primenjuje za reSavanje malog kruga
problema, npr. u [10] ili u domenu teorije, a manje u praksi
elasto-plasticnosti [11].

Svodenje sistema diferencijalnih jednacina na dve grupe
integrodiferencijalnih

Pokazimo kako jedan sistem diferencijalnih jednacina
moze da se svede na dva sistema integrodiferencijalnih
jednacina, ne vode¢i raCuna u pocetku o tome, koja se
veli¢ina brzo a koja sporo menja. Neka je diferencijalna
jednadina kretanja opSteg materijalnog sistema data u
obliku:

mx = F(x,x,6) +® (x, x,1,01) (14)

Kao u (13), x su generalisane koordinate, m je masa, a
F 1 ® su sporo i brzo promenljive sile. Ovde za ® vazi
pretpostavka o periodi¢nosti kao za v . Za prelazak (14) u

dve integrodiferencijalne jednacine, desnoj strani se dodaje

i oduzima izraz W+ F(y,y.t). Takode se, umesto
nepoznate X u smislu jednacine (13), uvode dve nepoznate

¥ 1y .lzraziza W i F] suu obliku:
W=—{0Grg e )~ (RG] 09)

EQLaw. .0 =FOr+y,x+v,0—F(xy.t)  (10)

Zagrade ( ) su znak da su velifine u njima osrednjene u

odnosu na brzo vreme t kao:

2n

-1
() =5 ! (.)dr
Uvodenjem dve

nepoznate Y,y umesto X, Uu

novonastalim jednaCinama se postavlja uslov da ¢lanovi
budu grupisani kao:

my = F (0, 09,0 +@(+y, 3 +y,6,1)—

_<‘1>(>.c+\4;»x+w,t,r)>—<ﬂ(isx,\|;w’t)> (17)

my =F(,x,0)+

+<cD(>.c+\|;,x +W’t’r)>+<Fl(>’(=X7\l},W,t)> (18)

Eventualno nadeno hipoteticko reSenje za 1,y iz
jednacina (17,18), istovremeno je reSenje x jednacina (14),
a dobija se kao suma x =y +y .

Aproksimacija resenja skupa integrodiferencijalnih
Jjednacina

Iz jednacine (17) se vidi da se nepoznata ¢ nalazi na
levoj strani jednakosti sa znakom diferencijala, a na desnoj
strani jednakosti u izrazu za osrednjenu vrednost kao
podintegralna funkcija. Ovaj tip jednacina, u teoriji
jednacina poznat kao integrodiferencijalna jednacina (da je
na levoj strani samo v, ista jednacina zvala bi se integralna
— koriS¢ena u aerodinamici), u principu je teZe reSiti nego
obi¢nu diferencijalnu jednacinu. U izvesnim slucajevima
(Skolskim) integralna jednacina ili integrodiferencijalna
jednacina moze da se svede na obi¢nu diferencijalnu
jednacinu [12]. Iz (17,18) ne moze da se uoci uticaj ¢lana
uz koji stoji mala veli¢ina € <<1, koja ukazuje na brzinu
promene doti¢ne zavisno promenljive. Medutim, kada se
zeli reSenje diferencijalne jednacine tipa
integrodiferencijalne jednacine, mora da se vodi racuna o
tome, tj. koja je veli¢ina brzo promenljiva, a koja sporo
promenljiva, jer od brzine promene zavisno promenljivih u
jednacinama zavisi kakve aproksimacije su moguéne. Kao
prva aproksimacija moze da se uzme pomenuto
zamrzavanje stanja veli€ina sporog kretanja — koeficijenata

u (17) koja opisuje brzo kretanje. Ako je promena y,y,?
za vreme periode 2m /® mala, a nadeno je, na neki nacin,
reSenje jednacine (13) kao :\u(x,).(,t,r), ono moze da

se iskoristi za nalazenje izraza (15) za funkciju W
potrebnog u (18) za sporo promenljive ¥ . Posle nalazenja

W, jednacina (18) moze da se napiSe u obliku:

m;:F(Xsivt)_W(Xa;(nt) (19)
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Iz (19) se vidi da je pravoj sporo promenljivoj sili F',
dodata dopunska spora sila W (s negativnim znakom).
Dopunska sila je nastala osrednjavanjem prave brzo
promenljive sile @® i doprinosa sile F,, nastalog
izdvajanjem brzo promenljive sile iz sporo promenljivih
sila. F na jednom intervalu datog kretanja. Usvojena

pretpostavka, da je y malo u poredenju sa % , a malo i x

u poredenju sa y, omoguéuje da se uvede druga

aproksimacija za F;. Ona je najpogodnija da bude u obliku:

aF oF
K= oY (20)
6 X

Parcijalne izvode 0O/0x u gornjoj linearizovanoj

jednakosti treba uzeti za ,\4; =0.

Vestacko povecanje periode oscilovanja

U grupu metoda za razdvajanje promenljivih moze da se
uvrsti 1 metoda za vestacko poveéanje periode oscilovanja
nekih veli¢ina stanja kretanja [13,15]. Primenom ove
metode postize se isti efekat kao u slucaju razdvajanja
sistema jednacina na jednacine sporog kretanja i jednacine
brzog kretanja. Usteda u vremenu potrebnom za integraciju
diferencijalnih jednacina ovde se postize usled toga Sto pri
veéoj periodi oscilovanja moze da se koristi veci korak
integracije. Metoda je laka za primenu jer nisu potrebne
medufaze u kojima se wvrsi transformacija polaznih
jednacina da bi se dobio novi skup jednacina. Primeni ove
metode pogoduje Cinjenica da nema razlike izmedu
prvobitnih jednacdina i novih jednadina, jer nove jednacine
ostaju u nepromenjenom obliku a pojedini ¢lanovi novih
jednacina su pomnozeni koeficijentom k ¢ija je vrednost
0<k<l. Numeric¢ka integracija diferencijalnih jednacina
kretanja obavlja se korakom po vremenu, koji se odreduje
prema oscilatorno promenljivoj koja ima najmanju periodu
oscilovanja. Ovako odredenim korakom (malim) vrsi se
numericka integracija i ostalih velicina koje nisu
oscilatorne, ili pak imaju veliku periodu oscilovanja, i zbog
toga se javila ideja da se perioda poveca na vestacki nacin
kako bi mogao da se koristi ve¢i korak integracije. Ali,
usled povecanja periode oscilovanja menjaju  se
kvantitativno i drugi atributi veli¢ina stanja kretanja. Da 1i
se ono delimi¢no otklonilo koris¢enjem pravila tzv.
adijabatskog invarijanta, uslovljeno je da prilikom stvaranja
uslova za povecanje periode u novodobijenim jedna¢inama
slede¢e veli¢ine ostanu iste kao u polaznim jednadinama:
srednje vrednosti sporo promenljivih i amplitude brzo
promenljivih. Pomoéu ovog invarijanta, od polaznih
diferencijalnih jednadina brzo promenljive y 1 sporo
promenljive x;, nade se drugi skup jednaina Ccijim
integraljenjem se dobija ista amplituda veli¢ine y kao $to
bi se dobila integracijom prvobitnog skupa, i ista srednja
vrednost promenljive x;. Pri tom se perioda brzo
promenljive veli¢ine y povecala, i time stvorila mogucnost
koris¢enja veceg koraka integracije nego u prvobitnoj
jednacini.

Jednodimenzionalni slucaj

Za prikaz ove metode sluzi polazna diferencijalna
jednadina brzo promenljive y drugog reda i sporo
promenljive x; prvog reda, oblika:

y+ef(x,, ) 3+ F(x,) =0 @1

;cl-—ssi (x,9)=0 (22)

gde je € <<1, a funkcije f,F,s; su diferencijabilne po
svojim argumentima. Argumenti x; su sporo promenljive
veli¢ine i ako neka od navedenih funkcija zavisi od
vremena, to npr. prvi x;,x, moze biti 'malo' vreme
T =¢t,dt /dt =¢ . Neka je karakter promene y, x; kao §to
je dato na sl.1 kriva a. Izrazimo amplitude veli¢ine y i
srednje vrednosti promenljive x; u funkciji dve
promenljive: t i faze periodi-¢nog kretanja ¢ kao:

y=»(,9)+ey (t,p) (23)
X =X(T)+ex, (r,) (24)
¢ =0, (t) +80, (1) (25)

Unosenjem (23-25) u (21,22) i grupisanjem clanova uz
isti eksponenat na ¢ , dobijaju se sledeci izrazi za nalazenje

YosVisXio, X,

62
g (t) y2° +F(t,%,,y)=0
o0
1 8F0 dw, dyy 0>y,  ©F, W
0() oy {dr do P 2oeon Ty ™ oe 26)
azy n 6F
+ 20,0, 8(,020 > Oa—x‘]xl1

0 d. 0
€ o)oi-kﬁ—si 1:,)6,0,y,0)0i =0
op dt op
1 "
xfl(Ta(P):OTOJ [sio_si0:|d(P

gde su: 0 -oznaka za parcijalni izvod, a JF,/dy" parcijalni
izvod funkcije F po argumentu edy/dt. Posle operacije

osrednjavanja 1 integraljenja, dobijaju se izrazi za

odredivanje amplituda y i srednjih vrednosti x;,x;, kao:
Df + Z Slo = i —£80 =0 27
i= ‘6 Yio * Tdt
U jednacinama (27) su:
Do
D(%i»¥) = j Sy (28)

Ymin
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Ymax

d
| Ty

£(x0,) = 22— (29)
J Sa
. dt
o dy
_ ‘J. siO(Xian)axiO dt dy
sio (10, 3) = 22— (30)
[
I Oy dt
Ymax d
] | si(,(xio,y)/(df]dy
si0 (10, ) = 22— (1)
Y
dr ™
dy [ Vmax
o o) = | [ 2FGrio. )y (32)
Ymin
y
Xi — a)

Xi

Slika 1. Vestacko povecanje periode oscilovanja

Slozenost izraza u jednacinama (28-32) otezava primenu
jednacina (27) jer je potrebno prethodno izracunati
osrednjene integrale koji nisu tabli¢ni, a pored toga zavise i
od velikog broja veli¢ina stanja kretanja koje upravo treba
odrediti. Iz ovoga sledi da treba unapred poznavati tacne
veli¢ine da bi se odredile aproksimativne, $to po logici
stvari nema smisla raditi. Doista je to ¢injenica, ali ako bi se
dokazalo da se vrednosti integrala odredenih za jedne
pocetne uslove stanja kratanja ne menjaju za izvestan broj
drugih pocetnih stanja kratanja, postupak bi bio opravdan, a
metoda upotrebljiva. Ipak jednacine (27) imaju, teorijski
posmatrano, veliko preimuéstvo u odnosu na (21,22) jer se
u (28-32) vrsi osrednjavanje, pa bi eventualna integracija
(27) mogla da se obavi sa veéim korakom po vremenu.
Koris¢enje ove metode pada na teret istrazivaCa jer iz
prikazanih jednacina (27) ne moze da se vidi koliko je
povecanje periode brzih veli¢ina, posto ono nije eksplicitno
izrazeno.

Visedimenzionalni slucaj
Vestacko povecéanje periode oscilovanja, predlozeno za

jednodimenzionalni slu¢aj u [14], u [15] je uopSteno i
primenjeno za viSedimenzionalni slucaj. Sledeéi izvodenja
u [15], takode moze da se dode do sistema jednacéina koje
skra¢uju vreme proraduna, a da se ne vidi eksplicitno
poveéanje periode oscilovanja. Razmatranja data nizZe,
direktno ukazuju na veli¢ine koje se vestacki povecavaju i
posledice povecéanja. Jednacine (21,22), transformisane u

standardan  oblik, pogodan za primenu metode
osrednjavanja, napisane vektorski jesu:

X =X, (X,Y,0)+€(.) (33)

Y =Y, (X,Y,0)+eY,(X,Y,7) (34)

gde su X,,Y,,Y; vektori dimenzija nx1 i mx1. Teoretski,
ako postoji analiticko resenje (21,22), u prvoj fazi moze da
se nade y stavljanjem u (33,34) € =0 iz:

I./z Y,(X,Y,t); X =const; T = const (35)

U drugoj fazi moze da se nade reSenje (33,34) za ¢ =0
varijacijom konstanti u reSenju prve faze. Treba naglasiti da
metoda varijacije konstanti vazi za odredene uslove koji
treba da se imaju u vidu, kada se ona primenjuje.
Spomenuto je da oblik reSenja jednacina (33-35) mora da
bude isti, tj. da sile uz € budu dovoljno male tako da ne
deformiSu prvobitni oblik grafika doti¢nih veli¢ina, ve¢ ga
samo modifikuju za malu veli¢inu preko konstanti
sadrzanih u reSenju prve faze. Konstante odredene u prvoj
fazi, u drugoj fazi prerastaju u funkcije vremena. ReSenje
jednacine (35) moze da se napiSe u opstem obliku:

¥ =224 (X7,Co) (36)

Resenje za ¥ se deli u dve grupe: y={y",y?}, gde
su:

-~ Y ={y,.y},s <moscilatorne  promenljive s
periodom oscilovanja 7, (X,C,t);

- »* ={ye1r-s ¥} obrtne promenljive, T ={0,...,0,
Ti.,....T,,} skup prirastaja za koje se promeni y za
vreme At =T;

- @ =2n(t—1t))/ T, +C,, -faza;

- Cc={G,...,C,.,} -skup m-1 proizvoljnih konstanti od
kojih zavisi Tj;

- C,, - fazna konstanta;

- 1 (X,Y,C,9)- m - merni vektor zavisan od faze ¢ sa
periodom 2w .
Poznavanjem reSenja jednadina (35) 1 varijacijom
konstanti u dobijenom reSenju, jednacine (17,18) se opet

mogu svesti na standardan oblik jednacina s brzo
rotiraju¢om fazom [16] oblika:

r=cR,(re,0)+8°(.) 37)

q.) =(o(r,(p,r)+8CI)1(r,(p,r)+82(...) (38)
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gde su: r={c,x} - skup vektora x ic, ® =2n/Ty(r,1), a
R, (7,0,7),D,(7,0,t) su poznate periodi¢ne funkcije po ¢

sa periodom jednakom 2t . Zamenom promenljivih da
budu kao:

r=r+en(r,0,,1)+e(..) 39)

® =0 (1) +£0, (7, P0,7) +87(...) (40)

U (39,40) su tako odredeni r),p, da zadovoljavaju
sledece jednadine:

Fo = A (7, 0) 4+ Ay (10, 1) +£2(...) (41)

0y =0 (1) +& By (70,7) +£2(..) (42)

Resavanjem prikazanih jednacina se dobija tzv. reSenje
prvog priblizenja metodom osrednjavanja. UocCava se da
promenljive u (41) ne zavise od promenljivih u (42), tako
da one mogu da se reSavaju nezavisno jedna od druge (s
razliCitim korakom integracije). Ovim je na neki nacin
izvrSeno razdvajanje promenljivih, ali u (42) figuriSe 7
nadeno u (41). Potrebne konstante #,p,,4,4,,B, u
jednacinama (41,42) su:

2n

4(0.0) = 5 | Ru.00,7)d0, (43)
0

1 (7,$0,T) = ﬁ _.. [R1 (75,%0,T) — 4, (VO’T)]d(PO (44)

2n
Bl(”oﬂ):%j Iy (7,90,7)d@q (45)
0
1 2n
(PI(FO:(PO,T):(D(VO T) J‘ [hl(ros(po,r)_B](r07T)]d(P0 (46)
>0
2n
R, o, o
AZ(rO’T)_Zn!: |:6r0 n o, 4 30, B, |do, 47
hy (7 — el
1 (7,90,T) = 1(”0s(P0sT)+ar 1 (75,90,7) (48)
0

Vreme integraljenja jednacina (37,38), koje traze mali
korak integracije, smanjuje se integracijom (43-48) s veéim
korakom, S§to je i bio cilj navedene operacije. I u ovom
sluaju integracija nije jednostavna budué¢i da treba
prethodno posebno resiti komplikovane izraze za srednje
vrednosti veli¢ina u (43-48). Za razliku od jednacina (26),
koje su dobijene iz uslova invarijantnosti vrednosti
amplitude, ovde nije postavljen nikakav uslov prilikom
izloZenih manipulacija sa zavisno promenljivim. Sve vreme
je traZzen pogodniji oblik jednacina i promenljivih koje treba
da se reSe, a istovremeno su dinjena raznorazna
zanemarivanja Ciji uticaj na kvalitet reSenja krajnjih
jednadina nije poznat, premda on moze da se odredi
poredenjem. Tehnika poredenja je gotovo standardna:
prema dobijenim jednaCinama se resi primer Cije je poznato
tatno reSenje 1 uporede se rezultati. Kada se reSava
nestandardan slucaj, $to je redovna pojava, ostaju nepoznata

odstupanja pribliznog od taénog resSenja, pa izostaje ocena
kvaliteta rezultata dobijenih aproksimativnim jedna¢inama.
Skracenje vremena proracuna (37,38) moze da se postigne
uvodenjem u njih koeficijenta k, a da se ne ra¢unaju izrazi
(43-48). Vrednost k je u granicama od 0<k<l. On se
odreduje iskustveno i ne mora da bude konstanta tokom
proraCuna, ve¢ moze da se ratuna kao k =k, xk,, gde je
k, konstanta, a k, -veli¢ina promenljiva s vremenom ili
drugim veli¢inama stanja kretanja (duz intervala
integracije). Uvodenjem koeficijenta k u jednacine brzo
rotiraju¢e faze (37,38), u stvari se povecava perioda
oscilovanja 7. Ona se poveca tako §to se podeli sa k, pa je
njena nova vrednost T* =T, /k . Neka su sa (* ) oznadene
novodobijene vrednosti, izmenjene zbog k veli¢ine u
(37,38) tako da one, ponovo napisane, glase:

rF =R, (5,0 %1) +62(.) (49)

0% = k(o (5,0 %1) 40, (F5,0 *1) +82(.)  (50)

Odnosi izmedu promenljivih r,p,r*,¢* gledajuci
jednacine (43-48) su:
_AI(FOJ:) = AI(V*,T)
=7
. (51
-1 =n/k
_Bl* = Bl
¢/ =9, /Kk(0)

Da bi se dobio prvobitni oblik jednacina (33,34) sa
uvecanom periodom oscilovanja T;, treba da se izvrsi

obrnuti prelaz na (49,50) koristeci se veliCinama r*,¢ * :

*
Y*szi‘f'yo(X,Y,C,(p*) (52)
T
2k(t)(t 1)
* —
7—'0(x7 C"t) +Cm (53)

Diferenciranjem (52,53) po ¢ pri t =x =const, dobija

se Y *=Kk(1)Yy(X,Y*1). Jednadine oblika analognog
jednacdinama (33,34) su:

X*=eX,(X*Y*1)+e2(.) (54)

Y =k@)Y, (X, Y*1)+£Y, (X %Y%) (55)

Jednacine (54 i 55) su dobijene na osnovu invarijantnosti
reSenja prvog priblizenja metodom osrednjavanja.
Jednacine (27) su dobijene iz uslova da amplituda brzo
promenljive y 1 srednja vrednost sporo promenljive x;

bude ista kao odgovarajué¢e vrednosti koje bi se dobile
reSenjem polaznih jednacina (21,22). U oba slucaja,
nezavisno od toga da li se raCunaju srednje vrednosti izraza
(28-32) ili (43-48), pogodnije je na vestacki nacin smanjiti
frekvencu - povecati periodu oscilovanja  brzo
promenljive y uvodenjem koeficijenta k u prvobitne,
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polazne jednacine. Ocigledno preimuéstvo, u odnosu na
racunanje srednjih vrednosti, jeste da se oblik jednacina
koje se resavaju ne menja, ve¢ se sa k uti¢e na pojedine
¢lanove jednacine koji bitno smanjuju periodu, §to je i bila
namera kada je vrSeno osrednjavanje pojedinih ¢lanova.
Pokazuje se da se za tip jednaina (21,22), oscilujuéa
vrednost oko srednje vrednosti sporo promenljive X,
poveca za 1/k, a srednja vrednost brzo promenljive y osta-
je ista, dok joj se amplituda y smanji proporcionalno k
(sl.1, kriva b). Ostaje otvoreno pitanje izbora vrednosti za
k, posto nema smisla razmatrati njegove ekstremne
vrednosti 0 i 1. Preporuka za izbor k nema, ve¢ ostaje da se
njegova vrednost odredi numerickim eksperimentom, §to se
moze smatrati kao mala mana ove metode. Obi¢no se
nastoji prilikom izbora vrednosti za k, da se kljucne
veli¢ine doticnog mehani¢kog sistema bitnije ne promene
(kada je projektil u pitanju, to su elementi putanje, kao $to
su krajnji domet ili bocno odstupanje). Vrednost k se zbog
toga uzima kao funkcija izvesnih veli¢ina stanja kretanja
sistema, a ne kao konstantna (tj. da figuriSe u
odgovaraju¢im jednacinama kao koeficijent). Izvesno je da
od k zavisi skracenje vremena proracuna, i dokazuje se da
to skracenje iznosi k'"'™. Veli¢ina n zavisi od greske &
akumulirane prilikom numericke integracije na jednom
koraku integracije veli¢ine & 1 iznosi & = O(h”). Za

metodu Runge-Kuta, koris¢enu prilikom numericke
integracije, ako se posmatra samo jedna jednacina, n=5, pa
skratenje vremena proraduna iznosi priblizno k'Z. Ovo
skracenje svakako ne vazi u potpunosti za sistem
diferencijalnih jednacina, posto svakoj od jednacina, po
pravilu, odgovara razli¢ita vrednost za k, a k-ovi Cesto i
nisu koeficijenti ve¢ funkcije pojedinih veliCina stanja
kretanja.

Primer vestackog povecanja periode oscilovanja

IzloZzena metodologija skrac¢enja vremena proracuna je
demonstrirana [18,19] na proracunu putanje jednacina
kretanja projektila sa Sest stepeni slobode kretanja. Prvih
Sest diferencijalnih jednacina su neizmenjene [17] (str. 279,
jed. 211 10), a sledece tri uvodenjem k(t ) su:

© =k V? +koV, (56)
o.) =k(r)_— I 00, +0.0, +k V. w, |—
y i Iy z zWx 47 r Wy (57)
—kso,V, + ko,
u.) —k(r)_—l—xmo) -0,0,—kJy,. v, |-
z = Iy y xHMy 4 r Vr (58)

—ks®,V, + kow,

Program u FORTRANU za prora¢un putanje projektila
sa Sest stepeni slobode kretanja opisan je u [20], a naziv je
TPUT6. Modifikovane jednaéine (57,58) se nalaze u
potprogramu DJ6M, a aerodinamicke karakteristike tela
projektila su date u potprogramu ADI152U. Za ulazne
podatke iz datoteke TRAGIK.dat, dati su izraCunati
elementi putanje projektila. Konstrukcioni podaci: kalibar
d, masa m i polu-pre¢nici momenata inercije 7, #, za projektil
su: d=0.152 (m); m= 43.6 (kg); r. =0.058 (m); r, =0.170
(m). Normalne vrednosti prizemnih meteoroloskih
elemenata: pritiska Hy, temprature t, i vetrova Wx,z su: H,

=1000.0 (mbar); t,=288.9 (°K); Wx = 0.0 (m/s); Wz = 0.0
(m/s).

Polazni elementi za proracun putanje projektila su:

fo(s) Yo(m) Xo(m)  Zy(m) Vo(m/s) — Up(m/s)

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 535.0
Op(rad) wo(rad)  wy(rad/s) ,0(rad) wo(rad)
1.22173 0.0 1600.0 0.0 5.0

Dobijeni elementi putanje projektila proraCunom
jednacina kretanja jesu:
| w0 Yrad)  X(m)  Y(m) Z(m) Vim/s)
k=1 8274140 8393.5 245562 0.0  2551.8 3433

k=05 82.90392 84043 24720.0 0.0 678.0 3433

| O(rad) wJ(rad) o/rad/s) adrad) p.(rad)
k=1 -1.0884 0.15906 1562.711 0.00052 -0.00490
k=0.5 -1.08779 0.07528 1562.624 0.00088 -0.00484

Vreme potrebno za prora¢un elemenata putanje bilo je:
k=1; ¢=2337"
k=0.5; ¢t.=10'39"

Vidi se da je vreme proratuna elemenata putanje
skrac¢eno za 2.3 puta. Skracenje je postignuto uvodenjem
koeficijenta k=0.5 u navedene jednacine, Sto izaziva
produZenje periode brzo osciluju¢ih veli¢ina. Rezultati
prorac¢una veli¢ina stanja kretanja projektila dati uporedo
se, u izvesnoj meri, razlikuju, $to upucuje na zakljucak da
koeficijenat k nije dobro uveden u jednacine kretanja, ili da
on treba da bude funkcija nekih veli¢ina. Postignuto
skra¢enje vremena proracuna elemenata putanje za 2.3 puta
moze da se smatra kao skroman rezultat, dobijen primenom
ove metode. Ocekuje se da skracenje vremena prorauna
elemenata putanje projektila bude za red veli¢ine vece od
postignutog, posto se u literaturi navodi da je ono bilo vece
od 20, medutim, ovoliko skracenje je dobijeno za uslove
razli¢ite od ovde razmatranih uslova kretanja.

Zakljucak

Istrazene su neke od metoda za razdvajanje
diferencijalnih jednacina kretanja koje su pogodne za
primenu u sluéaju Zirostabilisanih projektila. U osnovi svih
metoda lezi izvesna smena promenljivih prvobitnog skupa
jednacina (diferencijalnih), da bi se dobio drugi skup
jednacina (diferencijalnih ali i integrodiferencijalnih, koje
do sada nisu koriS¢ene u dinamici leta) obi¢no veci od
prvobitnog dva puta, ali pogodniji za reSavanje i/ili
aproksimacije. Ukazano je da metoda mehanickog
razdvajanja kretanja matemati¢ki posmatrano nije strogo
definisana, a dobijene jednacine nisu potpune. Proizvoljnost
se ogleda u usvajanju nepromenljivosti veliina sporog
kretanja u jednacinama brzog kretanja, a nepotpunost u
nedostatku mogucnosti da se razmatra karakter promene
brzo promenljivih veli¢ina, poSto se mogu samo nalaziti
njihove vrednosti u polozaju ravnoteze. Medutim,
izlozenim postupkom razdvajanja kretanja moze da se
razmatra stabilnost (nadu veliine koje je karakteriSu, $to
nije bio cilj!) i nadu ekstremne vrednosti uopstenih
koordinata brzo promenljivih. Proizlazi da sama ideja o
uobicajenom pojmu ,razdvajanje kretanja” nije ostvarena
reSavanjem razdvojenih jednacina kretanja, ali je pokazano
da je njena korist velika kada se primeni u druge svrhe.

Direktno razdvajanje kretanja kori§éenjem integro-
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diferencijalnih  jednalina, kao rezultat razdvajanja
diferencijalnih jednacina, daje dve grupe jednacina. One su
ekvivalentne s prvobitnim jednacinama zbog toga, §to se
samo pogodnom matematickom manipulacijom bez ikakvih
zanemarivanja, od jedne, dobiju dve grupe jednacina.
Udvostru¢avanjem broja jednadina, bez uvodenja novih
promenljivih, S§to je npr. slucaj kod kanonskih
transformacija, stvara se mogucnost da nestanu neki ¢lanovi
u dobijenim jednacinama ili da dobiju odredenu vrednost.
Takode, dve ekvivalentne grupe jednacina umesto jedne, od
kojih jedna opisuje brzo kretanje a druga sporo kretanje,
pruzaju moguénost dobijanja aproksimativnog resenja.
Novina vezana za reSenje razdvojenih jednacina brzog
kretanja je u tome, da se u njima s leve strane jednakosti
nalaze promenljive sa znakom diferencijala, a istovremeno
s desne strane jednakosti se nalaze iste promenljive sa
znakom integrala. Prema tome, jednaCine brzog kretanja
nisu viSe diferencijalne nego integrodiferencijalne
jednacine. Koliko je poznato autoru ovog rada,
integrodiferencijalne jednacine nisu kori§¢ene u dinamici
leta (u aerodinamici jesu, ali kao poseban oblik zvan
integralne), medutim njihovo reSavanje nije manje slozeno
od polaznih jednacdina. PoSto za njihovo reSavanje treba
koristiti nestandardne metode numericke integracije
(namenski uradene), rezultat nije moguce predvideti, a
dobijeni ne moze da se smatra pouzdanim i valjanim.

U grupu metoda za razdvajanje promenljivih spada i
metoda za vestacko povecéanje periode oscilovanja izvesnih
veli¢ina stanja kretanja, jer tada moze da se koristi veci
korak integracije. Metoda je jednostavna jer nisu potrebne
medufaze u kojima se wvrsi transformacija polaznih
jednacina da bi se dobio nov skup jednaCina. Razlike
izmedu prvobitnih jednacina i novih jednacina nema, jer
nove jednacine ostaju u nepromenjenom obliku, a pojedini
¢lanovi u novim jednacinama brzog kretanja su pomnoZeni
koeficijentom k ¢ija je vrednost 0<k<l. Koris¢enjem
pravila tzv. adijabatskog invarijanta, prema ovoj istoj
metodi moze da se dobije drugi skup jednacina, dobijen uz
uslov da u njima ostanu iste srednje vrednosti sporo
promenljivih i amplitude brzo promenljivih kao u polaznim
jednacinama. U novim jednacinama treba prethodno
izraCunati grupu osrednjenih integrala koji nisu tabli¢ni, a
uz to zavise od velikog broja velifina stanja kretanja. Ove
veliine stanja kretanja treba unapred znati kao tacne (koje
se tesko 1 sporo nalaze) da bi se nasle vrednosti integrala a
kasnije pomoc¢u novodobijenih jednacina, i ovih integrala u
njima, rac¢unati (brze i lakSe) aproksimativna reSenja. Ipak
novodobijene jednadine imaju, teorijski posmatrano,
izvesnu vrednost, posto bi njihova eventualna integracija
mogla da se obavi s veéim korakom po vremenu, ali se iz
njih ne moze videti koliko je povecanje periode brzih
velicina, jer ono nije eksplicitno izrazeno.
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