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Pokazano je kako se linearni singularni sistem s kaSnjenjem moZe da prevede u svoj odgovarajuci oblik bez
kasnjenja. Ovo uproséenje omogucava efikasnu primenu postojecih optimizacionih postupaka razvijenih za

singularne sisteme.
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Uvod

INGULARNI sistemi predstavljaju dinamicke sisteme

opisane kombinacijom algebarskih i diferencijalnih
jednacina, §to ne dozvoljava njihovo predstavljanje u
klasicnom obliku vektorske diferencijalne jednacine stanja,
a samim tim i onemogucava njihovo resavanje uobicajenim
metodama koje se koriste za reSavanje ‘“normalnih”
sistema.

U tom smislu, algebarske jednacine predstavljaju ogra-
ni¢enje nametnuto reSenju, odnosno, reSavanju dela sistema
koji sadrzi diferencijalne jednacine.

Matematicki opis ovih sistema u prostoru stanja izgleda
ovako:

EX(t) = Ax(t)+ Bu(t),  x(t,) = x,
x,(t) = Cx(0), M

gde je matrica £ u nekom smislu obavezno singu-

larna, x (f) € R" vektor stanja, u (f) € R" vektor upravljanja.

Konstantne matrice 4,B,C su odgovaraju¢ih dimenzija.

U odnosu na tzv. “normalne” sisteme (det £ # 0) koji po
broju daleko prevazilaze ovde razmatranu klasu sistema,
brojni radovi su pokazali da ovako formirani modeli imaju
izvesne prednosti, kao $to su:

- zadrZavanje bitnih fizickih svojstava u samom modelu;

- blisku povezanost sa stvarnim fizickim promenljivima
stanja sistema i, u izvesnom smislu, bolje pokazuju
strukturu razmatranog sistema ili procesa;

- ne zahtevaju eliminaciju spregnuto promenljivih veli¢i-
na, Sto je i prakticno nemoguée u nelinearnim sluca-
jevima;

— ispisivanje bilansnih i drugih jednadina daleko je
neposrednije s posebnom pogodnoséu da su iste iskazane
kroz stvarne fizicke veli¢ine;
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Sama Cinjenica da su singularni sistemi iskazani
kombinacijom algebro-diferencijalnih jednacina, povlaci za
sobom niz specifi¢nosti i osobenosti koje ih jasno izdvajaju
i razlikuju u odnosu na tzv. “normalne” sisteme.

U tom smislu, razmatranje egzistencije, jedinstvenosti i
struktura tih reSenja predstavlja fundamentalno pitanje.
Mimo toga, postojanje impulsnih ¢lanova i vremenskih
izvoda ulaznih veli¢ina u kretanju singularnih sistema ¢ini
ih jo§ vise specificnim, a samim tim i privlacnijim s nau-
¢nog stanovista.

Za kvalitetnu analizu dinamic¢kog ponasSanja singularnih
sistema neophodno je, pri zadatim pocetnim uslovima, resiti
sistem jed. (1).

S obzirom na postoje¢e moguénosti njenog resavanja,
kao i dobijanja krajnjeg rezultata, singularni sistemi mogu
da se klasifikuju kao $to je to prikazano na sledecoj sl.1.

Linearni kontinualni
singularni sistemi
Regularni LKSS Iregularni LKSS
det(cE—A)#0 det(cE-A)=0
Resenj k ji
i jedinstveno je
\7 Sa nejedinstvenim

Resenja mogu da

budu “impulsna”

A

reSenjima
Resenja mogu da

Sa konaénim brojem
reSenja
Sa konaénim brojem
budu “impulsna” redenja

Slika 1.
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Preliminarna razmatranja

Posebnu klasu singularnih sistema Cine linearni
singularni sistemi s kaSnjenjem. Singularni sistemi su do
sada veoma mnogo prouCavani u literaturi, Campbell
(1980).

U posebnom slucaju, njihov se opis moze dati u slede-
¢em obliku:

Ex(t)=M,x(t)+ M x(t =7, )+ Nou(t) + Nyu(t—t,)  (2)

gde su:

M, M, e R™, N, ,N,eR™, x(t)eR" vektor stanja,

u(t) e R™ vektor upravljanja, a t,1 1, Cista vremenska
konstantna kaSnjenja prisutna u stanju, odnosno u
upravljanju.

Prvi radovi klasi¢nog optimalnog upravljanja poti¢u od
Bendera i Lauba, (1985,1987,a,b), gde je ovaj problem
reSen prvo za kontinualne, a zatim za diskretne singularne
sisteme.

Identic¢an problem su reSavali Ibrahim et. al (1990) za
sisteme sa Cistim vremenskim kaSnjenjem, a sa pozicije
teorije singularnih sistema.

Ostali radovi: Cobb (1983), Kucera (1986), Lorass-Nagy
et.al (1986) bave se slicnom problematikom i imaju manji
znacaj.

U Dodacima A - E dati su kratki izvodi iz teorije
linearnih singularnih sistema neophodni za razumevanje
materije koja se izlaZe u nastavku.

Postavka problema

Neka je dat linearni singularni sistem s kaSnjenjem
opisan jed. (2).

Formulacija problema je sledeca:

Nacéi vektor upravljanja u(f) takav, da vektor stanja

x(t) zadovoljava pocetne uslove, pri ¢emu upravljanje
u(t) 1 njime odredeno stanje x(#) minimiziraju kriterijum
performanse u formi:

7
-1 ! [x" (00x(t) +u" () Ru(t) | dr 3

pri ¢emu su: Q i R realne simetri¢ne matrice; Q je pozitivno
odredena, a R je pozitivno poluodredena matrica.

Problem je veoma sloZen, pa se za njegovo resavanje
predlaze sledeéi postupak:

Moguce je pokazati da se sistem dat jed.(2) moze da
aproksimira linearnim singularnim sistemom bez kasnjenja.
Posle toga treba primeniti postojeée postupke i sprovesti
optimizaciju kao npr. u Bender, Laub (1987.a)

Resenje problema: glavni rezultati

Ako c¢lanove jed. (3) koji sadrze Cisto vremensko kas-
njenje razvijemo u Tejlorov red, dobija se:

xX(1—1y) = iz“”(r)(—l)krfs /k! )
k=0
u(t—1,) = iz“‘)(t)(—l)"rlf k! (5)

k=0

Uzimajuéi prvih r ¢lanova jed. (3) postaje:

Edz(t) M x(t)+M1x(t)+Z( I M x® /e
k=0
) (©)
N0+ Nyo) + 3 (-1 Nk 1
k=1
Uvode se sledeée oznake:
A():MO +M1 (7)
A =(-DMpak/kr 1<k<r (8)
kao i:
x 0 1, 0 .. 0
5(“ 0 0 I, 0
w= |: A= ¢ :
x(r 2) 0 0 0 1,
G COA A . A
Lx A A4 A 1 ©)
0 0
0 0
By =|: B, =|:
0 0
| No+ N (~D* Ntk / k!
pri ¢emu su:
A =d+4 i A =4-E (10)
Jed. (6) moze da se napise u obliku:
C—_AW+ZBku (11)
gde je:
C =diag{l,.1,,....1,,-4.} (12)

Ovde se moze dati napomena. Naime, ukoliko je matrica
M, u jed.(2) nesingularna, i matrica A4, u jed. (12) je
takode nesingularna. Tada se bez gubitka u opstosti moze
dauzme da jei 4, =1, . Indeks performanse preinacuje se

tada u:
Iy
J =3 [[w 00w +u” @) Ru(e) | (13)
0
gde je:
00..0
~_ 10 0 ..0
0= N (14)
00..0

S ciljem da se eliminiSu izvodi vektora upravljanja u jed.
(11), uvode se slede¢e smene:
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X(1) =

N
Il
PO OO M

oo oW

(=
S

E =diag {I,, Ly, Ly,

_LV B 7(’ T
E(l)
E(Z)
E(r_l)
Lu"” 1
B, B [L]
I, 0 0
0 I, 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
L= (ABr + Br—l)
1,,,0}

Sada se polazni sistem transformisSe u :

EX(t) = A%(t)+ Bu(r)

15)

(16)

amn

(18)

19

Jed. (19) je poznata singularna diferencijalna jednacina,

zbog C&injenice da je i ovde detE=0. Sada se indeks

performanse koristi u svojoj uobicajenoj formi:

gde je:

Dalje

kasSnjenja.

0O 0

0

0
BTO 0
e
sledi

J= % [x O () +u (t)Ru(t)]

(20)

€2y

optimizacija singularnog sistema bez

Jo$ jedan moguci pristup istom problemu jeste da se
indeks performanse uvede na sledeéi naéin:

i3

Sistem dat jed. (2) se na potpuno isti nacin svodi na oblik
dat jed. (11), pri ¢emu se uvodi i:

q

DI

k=0

E= diag{lmalrmso}

(k)}dt (22)

(23)

A B B, L 0
00 0 F 0 0
01, 0 0 0
00 0 0 0
F=l0 0 0 Ingpsy 0 0 (24)
00 0 0 0
00 0 I, 0
00 0 0 0 I,
0 0 -1, 0 0|
BZ 33 B B,ﬂ_z
F=1, 0 0
0 0 0 (25)

Matrica L i transformisani vektor stanjax definisani su
ranije i zadrzavaju svoja prethodna znacenja.
Koriste¢i prethodno oznacavanje dobija se konac¢no:

EX(f) = FX(t)+ Du(?) (26)
a uz indeks performanse dat sa:
1 ty
2.([ x (0Gx(0) Jdt @7
gde su:
G G
G=
KR e
Q:diag{QO’Qb”-'aQr} (29)
:diag{QaRl’Ro’RZr”aRr—Z} (30)
OB, 0
G, = O 0 r vrsta 31
0 0
Gs = diag { B/, 0B, + R,_1,R. | (32)

Ovako transformisani sistem moze da se podvrgne svim
poznatim postupcima i metodama razvijenim za optimiza-
ciju singularnih sistema bez kasnjenja, $to je bio, i jeste
osnovni doprinos ovoga rada.

Zakljucak

U ovom radu je pokazano kako je moguce linearni
singularni sistem s kaSnjenjem prevesti u svoj
odgovarajuci (aproksimativni) oblik bez kasnjenja. Ovo
upro$¢enje omogucava efikasnu primenu postojecih
optimizacionih postupaka razvijenih za singularne sisteme.
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Dodatak A

NEKA OSNOVNA PITANJA POSTOJANJA 1
JEDINSTVENOSTI RESENJA SISTEMA
SINGULARNIH LINEARNIH DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA

Razmatra se kontinualni linearni stacionarni singularni
sistem:

Ex (1) = Ax(?) + Bu(?), x(0) = x ¢, (A1)
Ako je matricni par (sE + A) regularan, tj. ukoliko je:
det(sE + 4) =0, s €C, (A2)

tada reSenja sistema, datog jed. (A1), postoje i jedinstvena
su, a ukoliko su im pridruzeni konzistentni pocetni uslovi,
ona su glatka (ne sadrze impulse) i mogu se dobiti u
zatvorenom obliku.

E AeC™ i theR.

Vektor x(7() = xe R" naziva se konzistentni pocetni vektor

Definicija Al. Neka matrice

pridruzen trenutku ¢, ako jed. (Al) ima jedinstveno
reSenje.

Jed. (A1) je traktabilna u trenutku ¢, ako ima jedin-
stveno reSenje za svaki konzistentni pocetni vektor x,
pridruzen trenutku ¢ .

Ako je homogena jednacina E x (f) = Ax(¢) traktabilna u
nekom trenutku #, € R, onda je ona traktabilna u svakom
trenutku fe€R, pa se jednostavno kaze da je ona
traktabilna.

Teorema Al. Za E, AcC™", homogena algebro-
diferencijalna jed. (Al) je traktabilna ako, i samo ako

postoji skalar AeC, takav da postoji matrica (AE + 4) ™' .

Resljivost linearnog singularnog sistema

Resljivost sistema datog jed. (A1) moze da se ispituje
prema sledecoj teoremi Yip, Sincovec (1981).

Teorema A2. Sledeci izrazi su ekvivalentni:

a) (4,E) je resljivo, [det(sE — A4) = 0],
b) Ako je X nulti prostor matrice 4, a skup X; je takav
da:

X;={x(?): Ax(f) e EX;_; } (A3)
tada je:
N(E)YNX; = {0},Vi=0,1 (A4)

¢) Ako je Y nulti prostor matrice 4’ , a skup:

Y, ={x(0): Ax(H)eEY; } (AS)
tada je:
NETYNY; = {0},Vi=0,1 (A6)
d) Matrica:
E 0 - 0
AE - 0
Gm=2 4 O (A7)
: E
0 o A

ima pun rang po kolonama za n =1,2, ...
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¢) Matrica:

o o Iy
=N N
o a ©
S O O

Flm=|: o (A8)

n

n+1

ima pun rang po vrstama za n =1,2, ...

Poseban prilaz resijivosti je pojednostavljeni "shuffle
algoritam". U algoritmu se modifikuje jedan poredak
matrica dimenzija n x 2n.

Pocinje se poretkom:

E A4

Za singularnu matricu E, sprovodi se niz operacija sa
vrstama celog poretka dovodeéi ga u formu:

T 4
0 4

gde T ima n kolona, ali manje od »n vrsta. Matrice 4, 14,
su delovi desne strane poretka, nakon operacije sa vrstama
A 1T suistih dimenzija.

Slede¢i korak je dovodenje poretka u formu:

T 4
4 0

Zamena donjih delova se i naziva "shuffle".

Ako je n x n matrica na levoj strani poretka
nesingularna, algoritam se zavrSava (sistem je resljiv). U
suprotnom, on se nastavlja na isti nacin izvodenjem
operacija sa vrstama, da bi se dobile nulte vrste na levoj
strani, a zatim zamenom odgovarajucih vrsta s desne na
levu stranu i obrnuto.

Za linearne singularne sisteme u prinudnom radnom
rezimu, razvijen je odgovarajuc¢i "shuffle" algoritam..
Zainteresovani ¢italac upucuje se na lit. Debeljkovié et al.
(1996).

Dodatak B

NEKA OSNOVNA PITANJA VEZANA ZA
POSTOJANJE KONZISTENTNIH I
NEKONZISTENTNIH POCETNIH USLOVA

Konzistentni pocetni uslovi

Resenje "normalnog" (nesingularnog) sistema jednacina
se moze odrediti, kako u slobodnom, tako i u prinudnom
radnom rezimu, za proizvoljne pocetne uslove. Zbog
singularnog karaktera ovde razmatranog sistema difere-
ncijalnih jednacina koji svi moguci pocetni uslovi nisu
prihvatljivi. Oni pocetni uslovi koji su prihvatljivi nazivaju
se konzistentnim.

Osnovno obelezje konzistentnih pocetnih uslova je da
oni generisu glatka reSenja, a ako se razmatranom sistemu
jednacina pridruze nekonzistentni uslovi, javice se impu-
Isno ponasanje na pocetku njihove integracije.

Polazi se od vektorske jednacine stanja singularnog
sistema:

Ex (f)= Ax(1), x(0)=x, (B1)

Skup svih vektora x, koji obrazuju potprostor konzi-

stentnih pocetnih uslova, u oznaci W, , moze da se odredi iz
uslova:

(I-EEP)x,=0 (B2)

Sto je ekvivalentno sa:
W, =N - EEP) (B3)

gde indeks "D" oznacava Drazinovu inverziju matrice, a
E=(\ E-A)'E (B4)

Klasi¢no odredivanje konzistentnih pocetnih uslova za
razmatrani sistem se odreduje uz pomo¢ slede¢ih rezultata:

Lema B1. Ako se WJ (j = 0) generise sekvencom:

o =% (B5)
Win=0M E-ATEW, , L eC
tada je:
W, =W, , (j=0) (B6)

gde je W, potprostor konzistentnih pocetnih uslova

kontinualnog singularnog sistema, Owens, Debeljkovic
(1985).

Teorema Bl. Pod uslovima Leme Bl., x, je vektor
konzistentnih pocetnih uslova za autonomni kontinualni
singularni sistem dat jed. (B1) ako, i samo ako x, €W, .

Sta viSe, x, tada generiSe jedinstveno resenje (x(¢): ¢ > 0)
takvo, da x(f)e W, za Vt > 0, Owens, Debeljkovi¢ (1985).

Potprostor konzistentnih pocetnih uslova moze da se
odrediti prevodenjem polaznog sistema na njegovu
normalnu kanonicku formu:

x| (=4 1% (D4 2%, (D) (B7)

0=4;x, (t)+A 4Xo (l) (BS)

Tada algebarski deo sistema u potpunosti definise taj
prostor, odnosno:

0=4 310 +4 4x20 (B9)
ili, u ekvivalentnoj notaciji:
We=N([4 4] )

gde je N () nulti prostor matrice (*).

(B10)

Dodatak C

ODREDIVANIJE RESENJA SINGULARNOG
SISTEMA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA I
KRETANJE SINGULARNOG SISTEMA U PROSTORU
STANJA

Razmatrae se reSenja sistema kada su matrice £ 1 4
kvadratne.

Slobodni radni rezim
Pogodno je kontinualni singularni sistem prikazati kao:

Ex (5)+4x(H)=0, x(0)=x (C1)
Teorema C1. Neka je jed.(C1) traktabilna. Tada je njeno
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reSenje dato sa:
x(H)= e~EP A1) ppD q qeC” (C2)

Stanje x, je konzistentno pocetno stanje za datu
homogenu jednacinu, ako, i samo ako je:

X0=EEDX0 (C3)

Kretanje se moze odrediti i slede¢im prilazom, Saric¢
(1999).
Neka je sistem dat sa:

Ex ()=Ax(1),X (f) =X (C4)

Do resenja diferencijalne matri¢ne jed.(C4) moze da se
dode direktnom integracijom. U tu svrhu, ako se jed.(C4)
pomnozi sa leve strane matricom ¢(¢ —t), a zatim integrali u
granicama od £, do ¢, dobija se:

J'q)(z—r)E % (1)dt = J' 0 —1)4 x(t)dx. (C5)

Koriste¢i parcijalnu integraciju, leva strana jed. (C5)
dobija oblik:

J.<|>(t—r)E % (t)dt =

, (C6)
40 Ex(1) /! jd¢ (t—1)Ex(x).
Posto vazi:
do(r-1) =
(€7
_do (t=t) dit-1) , _
~ T du-1) S -dt =—¢(t—1)dt
konac¢no se dobija:
J.cl)(t —0)E % (1)dt = Gp0)EX(7) -
) t (&)
~0(t=10) Ex(to)+ [6 (1=%) E x(x)ae
pa jed. (C8) poprima formu:
OO)EX(t) = ¢ (t—t9) Ex(ty) —
_j(qi(t—r)E—d)(t—r)A)x(r)dr ©)
Matrica ¢(¢) ima osobine:
o (DE = ()4, Yt>0 (C10)
®(0)E=E (C11)
Tada jed. (C9) postaje:
Ex(t)=¢(t—ty) Ex(t9) (C12)

Za th= O,

Ex(?) = ¢(H)Ex(0) (C13)
Jed. (Cl12) je, ocigledno, reSenje jed.(C4), sa
fundamentalnom matricom ¢(#) koja, prema prethodnoj
analizi, mora da zadovolji uslove (C10) i (C11).
Fundamentalna matrica sistema (C4), moze da se odredi
i primenom Laplasove transformacije na jed.(C10):

AR E—p(0)E=0(1)4 (C14)
Uzimajuéi u obzir jed. (C11), dobija se:
dO)=E(E-A4) " (C15)
odnosno:
o=@ -I{E(xE—A)‘l} (C16)

Isti rezultat se dobija 1 primenom Laplasove
transformacije na jed.(C4), a za reSenje u obliku (C12):
x(W)=(LE - 4)” Ex(0) (C17)
Ex(M=E (LE — A)” Ex(0) (C18)
i konacno:
Ex(0)=¢()Ex(0) (C19)

gde je ¢(¢) odredeno jed.(C16).
Ako se izvrsi transformacija jed.(C4) u smislu da vazi:

EOE +A)"\E+A)x ()=

! (C20)
=A(ME+A) ™ (AE+A)x(?)
dobija se:
Ex(=A4%(f) (C21)
gde je:
~ -1 -1
E=EM\E+A)" , A= A(\E+4) €2)
X (H)=(AE+A)X(?)
Primenjujué¢i  analizu  sliénu  prethodnoj, reSenje
diferencijalne jed.(C21) se dobija u obliku:
E X(0=¢ (t)E %(0), 1, =0 (C23)
Fundamentalna matrica d; (¢) se odreduje iz:
G()E=¢(1)4 (C24)
$(0)E=E (C25)

Matri¢na funkcija ¢ (¢)= EPE ME ¢ > 0 je redenje
matri¢ne jed.(C24) pod odredenim uslovima, koji slede iz
slede¢eg razmatranja:

¢ (t)E=EPE M EPAEE = EPeF A EEEP A (C26)

Posto vazi:
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AE=EA A~ EEP=EPE (C27)

jednakost (C24) ¢e biti zadovoljena, ako vazi:
E*EP =E (C28)
Uzimajuéi u obzir osobinu Drazinove inverzije:

F*EDP = F¥ | k=Ind(F) potrebno je da vazi: Ind(E) =1.
Konac¢no se dobija:

¢ (t)E=E L M EA=¢ ()4 (C29)
Uslov dat jed. (C25):
§(0)E = EPEE = EEEP = F (C30)

je takode zadovoljen za Ind (E ) =1, odnosno za rang (E ) =
=rang (E 2 ) .

Prinudni radni rezim

Teorema C2. Neka matrica (AE + A4) ima inverznu
matricu za neki skalar A i neka je ulazna funkcija u(f) k-
puta diferencijabilna u okolini pocetnog trenutka ¢(. Tada

nehomogena jednacina:
Ex (f)+Ax(H)=Bu(?) (C31)

ima opste resenje:

t
x(f)= e EVAG—) pED q+ e_EDAtJ‘eEDAT EPa (t)dt+
. fo (C32)
+(I- EED)Z(—DZ'(EAD)" APBu® (1)
i=0
Oznac¢imo sa:

k-1
w=(I—EEP)Y (-1) (E4”) 4”31
=0

Vektor w je nezavisan od izbora skalara A. Stanje x je

konzistentno pocetno stanje pridruzeno toe R za
nehomogenu jednacinu, ako zadovoljava uslov:
(I — EEP) (x —w(0))=0 (C33)

Nehomogena jed. (C31) je traktabilna u trenutku #, i
njeno jedinstveno resenje, s pocetnim uslovom x(¢¢) = X,
dato je jed. (C32), gde je q =X .

Treba primetiti da za traktabilnu homogenu vektor
pocetnih uslova mora da zadovolji:

(I -EEP)x (=0 (C34)
ili u ekvivalentnoj notaciji:
X o€ R(EF) (C35)

Slicno, za nehomogenu jednadinu, vektor pocetnih
uslova zadovoljava:
(I -EEP)(xg—w)=0 (C36)

odnosno:

(I - EEP) (x()-w(£))=0 (C37)

ili, u ekvivalentnoj notaciji:

(x()-w(t)) e R(EF) , Vt. (C38)

Dodatak D

MATRICA PRENOSNIH FUNKCIJA
SINGULARNOG SISTEMA

Posmatra se kontinualni singularni sistem:
E x (t)=Ax(t)+Bu(?) (D1)

X; ()=Cx(?) (D2)

Koriste¢i Laplasovu transformaciju, pri svim pocetnim
uslovima jednakim nuli sledi:

adj[sE — A]

W(S) = C[SE_A]_IB = Cm

B (D3)

prenosna matrica kontinualnog singularnog sistema, sa
svojim karakteristicnim polinomom:

fu(s)=det(sE-A) (D4)

Matricu prenosnih funkcija mogu da oforme samo oni
sistemi kod kojih je: det(sE — 4) # 0, za neko seC. Kada je
det(sE— A) = 0,V's, sistem nema matricu prenosnih funkcija,
ali on ipak moze ostvariti odgovarajuée dinamicko
ponasanje, pri ¢emu se njegovo ulazno-izlazno ponasanje
definise relacijom:

R($)X; (5)=0(s)U(s) (D5)

gde su R(s) i O(s) odgovarajuci polinomi, Debeljkovié et al.
(1995).

Dodatak E

IMPULSNO PONASANJE SINGULARNOG
SISTEMA

Osobina resljivosti singularnog sistema jednacina direkt-
no zavisi od matrica £ i 4. Ukoliko postoji jedinstveno
reSenje, ono ¢e se dobiti uz kori§¢enje odgovarajucih
pocetnih uslova. Izbor pocetnih uslova odreduje pojavu ili
eksponencijalnih ili impulsnih modova. U praksi se tezi
eksponencijalnim modovima koji garantuju glatka resenja
bez pikova, tj. impulsa. Za pocetne uslove koji generisu
glatka reSenja se kaze da su konzistentni (saglasni).
Impulsno kretanje singularnih sistema moze da se javi i u
slobodnom radnom rezimu, kada se pojave proizvoljni
pocetni uslovi.

Za singularni sistem:

Ex (1) = Ax(?) + Bu(?) (E1)

x; (1) =Cx(9) (E2)

vazi:

Broj stepeni slobode sistema, tj. broj nezavisnih
vrednosti koje pocetni vektor £x(0) moze uzeti, redukovan
je na:

1.



12 M.P.LAZAREVIC, D.LJ.DEBELJKOVIC, M.B.JOVANOVIC I DR: OPTIMALNO UPRAVLJANJE LINEARNIM SINGULARNIM SISTEMIMA S KASNJENJEM

g=rang E<n (E3)

pa je broj stepeni slobode manji od reda sistema.

2. Matrica prenosnih funkcija W(s) ne mora vise da bude
striktno svojstvena i obi¢no moze da se predstavi u
obliku dva sabirka, od kojih prvi ima tu osobinu, a drugi
odgovara nekom polinomu po s.

3. Moze da se definiSe stepen karakteristicnog polinoma
matri¢nog para (£,4) kao:

degree det(sE—A)=r<g<n (E4)

U ovom slucaju, odziv sistema u slobodnom radnom
rezimu sadrzi eksponencijalne modove na r konacnih
ucestanosti, ali takode i (¢-r) impulsnih ¢lanova ili (g-7)
modova beskonacne ucestanosti.

Da bi se pokazalo postojanje impulsa u reSenju
singularnog sistema diferencijalnih jednacina, jed.(E1 - E2),

dekomponovaée se prostor stanja X € R"u dva potpro-
stora, tako da je X =X;® X,, pri dim X; =n. Na ovaj
nacin se dolazi do Vajerstrasove kanonicke forme:

X ()=Jx(6)+ Bju() (E5)
Nx; (£) =1 %, () + By u(h) (E6)

X,eR™, J je Zordanov oblik, a N
nilpotentni matric¢ni oblik indeksa nilpotentnosti v.

gde su x;eR",

Podsistem dat jed.(E5) je spor, jer u osnovi odgovara po
formi "normalnom" sistemu i ima svoju usporenu dinamiku
ogranicene ucestanosti.

Podsistem dat jed.(E6) je brz, jer sadrzi nedinamicka
ogranienja 1 neograni¢ene je ucestanosti, §to se posebno
vidi iz reSenja sistema datog jed. (E5 - E6):

X () =€’ 'x,(0)+ je Jt) B u(t)d

S -1 i NIt G (E®)
x(0=-Y3 (ON' %00~ N'Byu
i=0 i=0

gde u ) (¢) predstavlja i-ti izvod funkcije u(), a, (i~1) izvod
impulsne funkcije.

Impulsi u jed. (E.6) su odredeni strukturom matrice N =
diag [ Ny, ... , Ni ]. U stvari, svaki k x k (k >1) nilpotentni

blok ima k —1 stepeni slobode i odreduje & —1 nezavisnih
impulsnih kretanja u slobodnom radnom rezimu. Takode je
ocigledno da su trivijalni (1x1) nilpotentni blokovi predsta-
vljeni samo nedinamickim algebarskim ograni¢enjima. Sto-
ga se singularni sistemi sastoje iz dinamickog dela i
nedinamickih ogranicenja. Dinamika sistema se stoga
sastoji od eksponencijalnog 1 impulsnog ponasanja.

Rad primljen: 12.1.2001.god.
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