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Generisanje numeric¢ke deformabilne mreZe i njena primena u analizi
nestacionarnih dvodimenzionalnih strujanja

Dr Mirko Kozi¢, dipl.inz."

IzloZen je metod za generisanje nestrukturisane deformabilne mreZe, koja prati kretanje i deformaciju tela, ¢ime se
pored oscilovanja aeroprofila kao krutog tela mogu da analiziraju oscilacije komandne povrSine i deformacija
konture aeroprofila. Nestrukturisana deformabilna mreZa primenjena je u analizi transoni¢nih nestacionarnih
dvodimenzionalnih strujanja opisanih Ojlerovim jednafinama koje se reSavaju metodom konacnih zapremina.
Izvrsena poredenja sa rezultatima drugih numeri¢kih metoda, pokazala su dobro slaganje.

Kljucne reci: Dvodimenzionalno nestacionarno strujanje, nestrukturisana deformabilna mreZa, metoda konacnih

zapremina, oscilovanje aeroprofila i povrsina.

Uvod

UMERICKE metode u dinamici fluida intenzivno su

se razvijale u zadnjih tridesetak godina. Pregled stanja
u razvoju i primeni na aerodinamicku analizu, dat je u [1].
Metode panela za podzvuéna strujanja bile su uvedene
Sezdesetih godina, da bi sedamdesetih godina teziSte
razvoja bilo na matematickim modelima koji opisuju
transoni¢no potencijalno strujanje. U novije vreme se radi
na odredivanju strujnog polja oko sloZenih aerodinamickih
konfiguracija, reSavanjem Ojlerovih i Navije-Stoksovih
jednacina.

U numerickoj dinamici fluida generisanje numericke
mreZe oko slozene geometrije predstavlja podjednako tezak
problem kao i reSavanje jednacina koje opisuju strujanje.
Pokazano je u [2] da generisanje strukturisane mreze
(uredena krivolinijska mreza) oko kombinacije krilo-trup ne
predstavlja suvise tezak problem. Kako geometrija postaje
slozenija, tako postaje sve teze generisanje strukturisane
mreze u okviru geometrije. Za realnu vazduhoplovnu
konfiguraciju, koja pored krila i trupa obuhvata repove,
pajlone i motorske gondole, generisanje strukturisane mreze
prakti¢no je nemoguce. Alternativa za prevazilazenje ovog
problema data je u [3], koriS¢enjem nestrukturisanih
(neuredenih) mreza sastavljenih od trouglova, odnosno
tetraedara u zavisnosti od toga da 1li se analizira
dvodimenzionalno ili trodimenzionalno strujanje.

Za analizu nestacionarnih strujanja, u vec¢ini metoda koje
koriste strukturisanu mrezu, pretpostavka je da se mreza
kre¢e kao kruto telo, ili da se mreza smice kako se telo
deformiSe. Prva pretpostavka ogranicava primenljivost
metode na kretanje krutog tela, a druga na kretanje tela sa
malom amplitudom.

U radu je uraden postupak za generisanje nestrukturisane
deformabilne mreze, pa se prevazilaze gornja ogranicenja
strukturisanih mreza. Numeri¢ka mreza, generisana
izloZenim postupkom, prati kretanje i deformaciju tela, pa
moze analizirati oscilovanje aeroprofila kao krutog tela,
oscilovanje komandne povrsine, i deformacije konture
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aeroprofila bez ograni¢enja amplitude.

Nestrukturisana deformabilna mreza generisana je u [4],
za analizu transoni¢nih nestacionarnih dvodimenzionalnih
strujanja opisanih Ojlerovim jednacinama koje se reSavaju
metodom konacnih zapremina. Poredenja sa rezultatima
drugih numeric¢kih metoda pokazuju dobro slaganje.

Generisanje deformabilne mreZe

Pri nestacionarnom strujanju, numericka mreza oko tela
mora u svakom tenutku svojim oblikom da se prilagodi
kretanju i deformaciji tela. Ovo znaci da treba nadi
postupak po kome ¢ée se ¢vorovi mreze, odnosno temena
trougaonih elemenata pomerati, pod uslovom da
deformisanje elemenata uz konturu tela bude $to manje,
zbog tacnosti pri odredivanju veli¢ina strujnog polja.
Istrazivanjem se doslo do originalnog resenja po kome se
pomeranja Cvorova u pravcima x i y ose Dekartovog
koordinatnog sistema odreduju tako da zadovoljavaju
Laplasovu jednacinu. Ako se ova pomeranja oznace sa ¢ i

v vaziée:
Ap=0
Ay =0 (M

Koriste¢i drugu Grinovu teoremu, [5], uz uslov da su ¢ i
v harmonijske funkcije (1), problem se svodi na identitet u
integralnoj formi, koji povezuje pomeranje u ma kojoj tacki
P domena (2, sa pomeranjem i njegovim normalnim
izvodom na granici domena 0(2, sl.1. Pomeranja ¢ 1 v

izrazena preko opsteg oblika druge Grinove teoreme sada
glase:

27T dp =mlnr2—ﬁds—m¢a@n(lnr)ds ©)
o 30
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2xTyp = mlnr%—zds—[ﬁy/a%(lnr)ds
o0 o0

gde je r duZina vektora P—Q 0 je promenljiva tacka na
granici domena, a 7 je jedini¢ni vektor normale usmerene
u domen (. Integracija iskljucuje slucaj »=0. Granica
domena obuhvata konturu tela oznacenu sa 02, i spoljnu
granicu oznacenu sa 0£2,,tj. 002 =02, V0L, .

7

Slika 1. Odredivanje pomeranja ¢vorova deformabilne mreze

Zavisno od polozaja tacke P, u [6] sudate za T sledece
vrednosti:
T=1 P lezi unutar domena 2.

T=0 P leziizvan domena 2.

r=1 P lezi na glatkom delu granice domena 0£2 .
2

T=0/2r P se poklapa sa tatkom na granici domena o2

u kojoj je tangenta
diskontinualna, pri ¢emu je € ugao izmedu
tangenti meren u domenu (2.

Ako je u svim tatkama granice domena 0¢2 poznata

jedna od funkcija ¢ ili %, onda (2) za tatku P na

granici domena, postaje integralna jednacina iz koje se
odreduje ona druga funkcija, koja je nepoznata. Kada su

obe funkcije, ¢ i g—f , poznate na granici domena 0€2 ,
moze da se odredi vrednost funkcije ¢, za bilo koju tacku

P unutar domena (2 stavljajuci Sli¢no

razmatranje vazi za funkciju y .

T=1 u(2).

Pomeranje tela ili deformisanje njegove konture je
poznata funkcija od vremena. Uz pretpostavku da se
¢vorovi na spoljnoj granici domena ne pomeraju, vrednost
funkcije poznata je duz cele granice domena. Ovo je
unutra$nji  Dirihleov problem, koji vodi integralnoj
jednacini prve vrste za odredivanje nepoznate vrednosti
normalnog izvoda funkcije na granici domena, i moze da se
izrazi na slede¢i nacin:

o¢ 0
[ﬁlnra—nds =27T¢p +m¢6—n(lnr)ds
oy o (
[ﬁlnra—nds =27Twp +Uj(//%(lnr)ds
50

lle]

gde 7' ima vrednost jednaku % ili %ﬂ.

Numeric¢ko resenje (3), odreduje se usvajaju¢i da je
nepoznata vrednost normalnog izvoda konstantna na
svakom od segmenata granice domena, gde segment
predstavlja stranicu trougla koja je deo granice domena i
oznacen je sa o . Sada se (3), svodi na sistem linearnih
algebarskih jednacina dat kao:

Ax=b “4)

Elementi matrice 4 dati su kao:

a,-j-:jlnr(P,Q)ds, Qeo; Peo;
oj )

j=1,2,..,NSEG

dok su komponente vektora resenja:

5 =(%) ©)

Elementi matrice-kolone b imaju oblik:

NSEG

_ 9
b =27T¢ + Z . .[ 5o nr(P.0)ds Qeo,, Pea,

m=1
m#i

i=12,.,NSEG

(M

gde su NSEG ukupan broj segmenata na granici domena
00 ,a T ima iste vrednosti kao u (3).

Posle odredivanja nepoznatih vrednosti normalnog
izvoda na svim segmentima granice domena, odreduju se
pomeranja svih ¢vorova unutar domena iz diskretizovanog
oblika (2).

Deformabilna mreZa primenjena pri reSavanju
Ojlerovih jednacina

Deformabilna mreza koriS¢ena je pri reSavanju Ojlerovih
jednadina da bi se odredilo dvodimenzionalno
nestacionarno transoni¢no strujno polje. S obzirom na
prirodu nestrukturisanih mreza (neuredenost), jednacine
odrzanja mase, koli¢ine kretanja i energije, moraju da se
razmatraju u integralnom obliku prikazanom u [7], koji
glasi:

2 L[ dedy+g;](de—de) =0 ®)

gde su: 2 i 00 kontrolna zapremina i njena granica. W
je vektor reSenja, a F i G komponente tenzora fluksa u
pravcu osa Dekartovog koordinatnog sistema, koje su za
Ojlerove jednacine date u [8] u obliku:

Yol P(L(‘—ég))
| pu | pu(u-¢&)+p
W= pv P pv(u=¢) ’ ©)
pE PE(u—&)+ pu
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p(v=n)
_|pu(v-n)

pv(v=n)+p

pPE(v—1)+pv

gde su: p -gustina, p -pritisak, u i v- komponente brzine
fluida u pravcu osa Dekartovog koordinatnog sistema, a
E-totalna energija po jedinici mase. Komponente brzine
pokretne granice domena 0£2, u pravcu osa Dekartovog
koordinatnog sistema, oznacene su sa & i 7. Da bi se
zatvorio opisani sistem od Cetiri jednadine sa pet
nepoznatih, uvodi se pretpostavka da se fluid ponasa kao
idealan gas za koji vazi jednacina stanja:
p u® +v*

pE:ﬁ+p 3 (10)

Numeric¢ki domen, u kome se odreduje strujno polje,
podeljen je u veliki broj malih trougaonih elemenata (sl.2), i

Slika 2. Trougaoni element kao kontrolna zapremina na koju se prime-
njuju zakoni odrzanja mase, koli¢ine kretanja i energije

na svaki se primenjuje jednacina (8). Pretpostavljajuéi da
su vrednosti promenljivih konstantne unutar svakog
elementa i da se menjaju samo sa vremenom, jednacina (8)
primenjena na sve trougaone elemente numerickog domena,
daje sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina po vremenu,
koji moze da se izrazi na slede¢i nacin:

L(SW)+0(W)=0 i=12,.N (1)

gde su: S;,W; i Q(W,;) povrsina, vektor promenljivih i

numericka aproksimacija fluksa za i- ti trougaoni element,
data izrazom

O(W)=) (FAy-Gax), (12)

m=1

Sabiranje se vrSi duz tri stranice i- tog trougaonog
elementa. Komponente tenzora fluksa kroz m- tu ivicu
odreduju se uzimanjem srednje vrednosti strujnih veli¢ina u
dva trougaona elementa za koja je m- ta ivica zajednicka.
Za koli¢inu kretanja u pravcu x-ose, komponente tenzora
fluksa odredene su izrazima:

(e p) 2o en), o,
m 2 2 "

gde su, &, i 7, komponente brzine m- te ivice u pravcu

osa Dekartovog koordinatnog sistema, a izraCunavaju se
kao srednja vrednost komponenti brzina ¢vorova na
krajevima m-te ivice. Komponente brzine svakog Cvora
odreduju se na osnovu pomeranja tog Cvora u toku
razmatranog vremenskog koraka At kao:

4
527

,;‘f (14)
=4

gde su, & i n pomeranja deformabilne mreze u pravcu osa

Dekartovog koordinatnog sistema.
Za regularnu raspodelu trouglova, greska koja se unosi

uvedenim aproksimacijama, je O(sz)gde je  Ax

karakteristi¢na duZina trougaonog elementa.

Za dobijanje jedinstvenog i fizicki ispravnog resenja
sistema jednacina (11), mora da se uvede numericka
disipacija sa kojom sistem jednacina (11) dobija konacni
oblik:

%(S,-VIG)+Q(WJ—D(WJ=O i=1,2,.N. (15

gde je D(W;) disipativni ¢lan. Disipativni ¢lan se tako
konstruise da S§to je mogucée viSe ecliminiSe neZeljene
oscilacije reSenja na mestu udarnog talasa, a da istovremeno
ne smanji tacnost numeriCke Seme u oblastima glatkog
strujanja. Numericki eksperimenti izvrSeni u[7], pokazali

su da je najbolje uzeti kombinaciju drugih i ¢etvrtih razlika
po strujnim promenljivim, sa koeficijentima koji zavise od
lokalnog gradijenta pritiska. Cetvrte razlike daju osnovnu
disipaciju koja priguSuje oscilacije u oblastima glatkog
strujanja. Ova disipacija nije dovoljna da prigusi oscilacije
reSenja u neposrednoj okolini udarnog talasa, pa se u toj
oblasti uvode druge razlike. Za i- ti element disipativni ¢lan
je oblika:

3 3
D)= dP+ ) (16)

m=1 m=1

gde su Clanovi koji obuhvataju druge i Cetvrte razlike dati
izrazima:

i) = a,el) (W -W,), an

di) =—a, ) (AW, — 4W;)

m

Laplasov operator aproksimiran kona¢nim razlikama na

nestrukturisanoj mrezi  sastavljenoj od trougaonih
elemenata, za i- ti element ima oblik:
3
AW, = Wi =W, (18)
k=1

Faktor skaliranja « , koji zavisi od sopstvenih vrednosti
matrica OF/0W i 0G/oW , i za m-tu ivicu Cije su
projekcije na x i y osu Axi Ay, a duzina A/, , dat je
izrazom:

a,, =‘(u—§)Ay—(v—77)Ax‘m+aAlm (19)
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gde je a lokalna brzina zvuka. Ukljucivanje i iskljucivanje
drugih i Cetvrtih razlika, zavisno od toga da li je trougaoni
element u oblasti gde je strujanje glatko ili se javlja udarni
talas, vr$i se na osnovu vrednosti pokazatelja gradijenta
pritiska, datim u obliku:

3

2 (e=p),
23: (pe+pi) m
m=1

Adaptivni koeficijenti g,(,,z) i g,(,, su dati u zavisnosti od
vrednosti pokazatelja gradijenta pritiska izrazima

gr(nZ) = K(Z) max |:(Vi’ Vi )m :I

21
8,(,,4) = max((),K(4) —g,(,,z)) h

f =

(20)

Konstante K i K empirijski odredene u [7],

imaju vrednosti 0.5<K® <1.0,i 1/256 < K™ <1/32.

Stabilnost i konvergencija numeri¢kog reSenja zavise od
korektno primenjenih granic¢nih uslova. Kako se numericko
reSenje sistema, (15), trazi u kona¢nom domenu, to se na
dovoljnoj udaljenosti od tela (50 — 100 tetiva) mora da
postavi spoljna granica sa takvim grani¢nim uslovima koji
¢e Sto je moguce vise da smanje reflektovanje odlazecih
talasa poremecaja strujnog polja nazad u numericki domen.
To znaci, da se na ulaznom delu spoljne granice domena za
vrednosti svih promenjivih ne smeju da uzmu vrednosti iz
neporemecéene struje. Na osnovu Rimanovih invarijanti
odreduje se broj promenljivih ¢ije vrednosti moraju da se
ekstrapoliraju iz numerickog domena na spoljnu granicu.
Slicno se primenjuje i za izlazni deo spoljne granice.
Grani¢ni uslov na konturi tela je uslov tangencijalnosti
strujanja, koji se uvodi u numeric¢ki model tako da je fluks
normalne brzine kroz konturu jednak nuli. Fluksevi od
koli¢ine kretanja i energije nisu jednaki nuli jer, npr. kod
koli¢ine kretanja ostaje na konturi doprinos pritiska, ¢ija se
vrednost ekstrapolira iz trougaonih elemenata Cija jedna
stranica pripada konturi.

Sistem jednacine (15) integrali se po vremenu
koris¢enjem eksplicitne Seme Runge-Kuta Cetvrtog stupnja
date u [3] ,glase:

W(O) =W

1

ot

o)

(1) _ ) o) / o(n+1/2) _ 1 ©
W) = w0 g [ g2 4At[Q(W°)

@) _ (0 o) / o(r41/2) _1 m
Wi =Ww:s; /Si l 3A1[Q(” )
(22)

VV,-(3) — VVI_(O)SI_(”)/SI_("”/Z) _%AI[Q(VV,'(Z))—D(VV,-(O))J/SI-("H/Z)

o]

i=L2,.,N

VV,-(4) — VVi(O)Si(")/Si("H) _ At[Q(VViG))—D

VVirHl _ W(4)
gde je

+1
s S5 23)
! 2
Prikazana Sema je drugog reda ta¢nosti po vremenu, a
radi numericke efikasnosti disipativni ¢lan se izracunava

samo na prvom stupnju. Za eksplicitne vremenske Seme
vremenski korak ograni¢en je Courant-Friedricks-Lewy

(CFL) uslovom, koji za Semu Cetvrtog stupnja iznosi 2V2.

Rezultati analize

Dati su rezultati za dva testna primera u kojima je
primenjena nestrukturisana deformabilna mreZa u analizi
transoni¢nih  nestacionarnih  dvodimenzionih  strujanja
opisanih Ojlerovim jednac¢inama koje su re§avane metodom
konac¢nih zapremina.

U prvom primeru razmatrana je rotacija aeroprofila
NACA 0012, sa velikom redukovanom frekvencijom oko
poprecne ose na 25% tetive. Promena napadnog ugla sa
vremenom, opisana je izrazom:

a=a, +a,sinwt (24)

gde su srednji napadni ugao «a, =0°, dok je amplituda

napadnog ugla o, =5°. Vrednost redukovane frekvencije
bila je k=1, i njena veza sa frekvencijom oscilovanja @

data je izrazom:

_ ol
k= A (25)
gde je [ tetiva aeroprofila, a V,, je intenzitet neporemecene
struje.

Na sl. 3 uporedena je raspodela koeficijenta pritiska duz
aeroprofila dobijena izlozenom metodom, sa raspodelom iz

[8], za fazni ugaowt =1439.9° koji odgovara trenutnom

napadnom uglu « =—0.01". Ovde se najjasnije vide efekti
nestacionarnog kretanja aeroprofila koji su izrazeniji $to je
veéa  redukovana  frekvencija. Kako je aeroprofil
simetrican, to se za stacionarno strujanje pri nultom
napadnom uglu dobija simetricna raspodela koeficijenta
pritiska, dok se pri nestacionarnom strujanju, za priblizno
isti napadni ugao (a=-0.01°), dobija  nesimetri¢na
raspodela koeficijenta pritiska, Sto se vidi na sl.3 . Takode
dolazi do promene polozaja udarnog talasa duz aeroprofila i
njegove jacine.
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REF. [8]
C PRESENTE
-1.20 14 o METHOD
-0.80 7

-0.40 /

0 N —
f \q \ x/1

0.40 \e—-m_g_b_“f_"%

0.80

1.20 .

Slika 3. Poredenje raspodele koeficijenta pritiska duz aeroprofila NACA
0012 dobijene izlozenim metodom sa raspodelom iz [8] za Mahov broj
M = 0.8, pri oscilovanju sa a, =0°,a, =5°,k =1. Trenutni napadni
ugao a =—0.01".

Promena aerodinamickih koeficijenata je oscilatornog
karaktera 1 na sl.4 je pokazano kako se menja vrednost

koeficijenta normalne sile u zavisnosti od faznog ugla.
Uporedo su dati rezultati izloZzene metode sa rezultatima

publikovanim u [8]. Uogava se da postoji fazno pomeranje
izmedu napadnog ugla 1 koeficijenta normalne sile.
Maksimalni napadni ugao o =5° odgovara faznom uglu
ot =90", dok se maksimalna vrednost koeficijenta
normalne sile dobija za fazni ugao @t =~ 70", §to odgovara

trenutnom napadnom uglu « = 4.70° .

REF. [8]
5 o mEmwe
0.35
0.25
0.15
0.05
-0.05
-0.15
-0.25
AT o(?)

60 120 180 240 300 360

Slika 4. Koeficijent normalne sile acroprofila NACA 0012 u zavisnosti od
faznog ugla wt . Poredenje izlozenog metodom sa rezultatima u [8] za

Mahov broj M = 0.8, pri oscilovanjusa &, =0, a, =5,k =1.

U drugom testnom primeru razmatrano je nestacionarno
strujanje oko aeroprofila NACA 64A006 Ccije krilce

harmonijski
k=0.234
napadnim uglom « = 0°, dok je Mahov broj neporemeéene

struje M =0.875. Sarnirna osa krilca nalazi se na
75% tetive.

osciluyje sa redukovanom frekvencijom

i amplitudom &, =1°. Aeroprofil je pod

REF. [9]
— — REF.[lO]
PRESENTQ()
-6 A METHOD
-4
-2
0. x/1
1.0
2
ot =120°
4 L

Slika 5. Poredenje raspodele koeficijenta pritiska duz gornjake aeroprofila
NACA 64A006 dobijene izlozenim metodom sa raspodelama uzetim iz

[9 i 10] , za Mahov broj M = 0.875, napadni ugao « =0’ . Komandna
povrsina osciluje sa amplitudom otklona &, = 1’i redukovanom frek-

vencijom k = 0.234 . Fazni ugao je wt =120°.

Na sl.5, za fazni ugao wr=120°, uporedo je data
raspodela pritiska na gornjaci aeroprofila dobijena
izlozenim metodom, kao i raspodele uzete iz [9 i 10].
Moze se zakljuciti da u oblasti ispred udarnog talasa sve tri

metode daju priblizno iste raspodele pritiska. Izlozeni
metod daje udarni talas pomeren ka izlaznoj ivici za =7.5%
tetive aeroprofila u odnosu na prikazani u [10].

Polozaj udarnog talasa uporeden je na sl.6 sa polozajem
uzetim iz [10] . Uodava se da mu je pomeranje skoro
sinusoidalno sa faznim kasnjenjem u odnosu na otklon
krilca. Maksimalno pomeranje udarnog talasa ka izlaznoj
ivici ne javlja se za maksimalni otklon krilca nadole, kao u
slucaju stacionarnog strujanja, veé nesto kasnije kada krilce
krene navise. Jacina udarnog talasa takode nije u fazi sa
pomeranjem udarnog talasa. Maksimalna jacina udarnog

talasa odgovara faznom uglu izmedu tataka E (wt = 240°)
i F (ot =300°), dok maksimalno pomeranje udarnog talasa

odgovara faznom uglu blizu tacke D (@t =180"). Na sl.6
vidi se da maksimalni otklon komandne povrsSine odgovara

faznom uglu wt =90° .
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Slika 6. Poredenje polozaja udarnog talasa na gornjaci aeroprofila NACA
64A006 sa polozajem iz [10], za Mahov broj M = 0.875 i napadni ugao

a =0". Komandna povrsina osciluje sa amplitudom otklona O = 1%
redukovanom frekvencijom k = 0.234

Zakljucak

Prikazan je postupak za generisanje nestrukturisane
deformabilne mreZe koja se relativno lako generiSe i oko
najslozenijih konfiguracija. Ovako generisana mreza prati
kretanje i deformaciju tela ¢ime se pored oscilovanja
aeroprofila kao krutog tela, moze analizirati oscilovanje
komandne povrsine i deformacija konture aeroprofila bez
ogranicenja amplitude. Uz navedene prednosti povecavaju
se zahtevi za memorijskim prostorom i procesorskim
vremenom, jer se koristi indirektno adresiranje za Cuvanje
potrebnih informacija o povezanosti mreze.

Nestrukturisana  deformabilna mreza, generisana
izlozenim metodom, primenjena je u analizi transoni¢nih
nestacionarnih  dvodimenzionalnih strujanja opisanih
Ojlerovim jednacinama, koje se reSavaju metodom
konaénih zapremina.

VrSena je analiza rezultata dva testna primera.
Poredenjem sa rezultatima drugih numerickih metoda je
dokazano da izlozena ~metoda za  generisanje
nestrukturisane deformabilne mreze korektno prikazuje
promenu polozaja i jaine udarnog talasa tokom vremena.

Dalji razvoj metode bi¢e usmeren u pravcu generisanja
adaptivne nestrukturisane mreze, kod koje se samo u
delovima strujnog polja sa velikim gradijentima strujnih
veli¢ina unose dodatne tacke i vrSi ponovna podela na
trougaone elemente da bi se dobila gus¢a mreza. Prednosti
adaptivne mreze dolaze do izrazaja narocito kod
reflektovanja i interakcije udarnih talasa.
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