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Razmatra se dinamika vremenski stacionarnih i nestacionarnih kontinualnih linearnih singularnih sistema. Za ovu
klasu sistema formulisan je, izveden i dokazan ceo niz teorema, koje u formi dovoljnih uslova omoguéavaju efikasno
ispitivanje njihove stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu.
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Uvod

INGULARNTI sistemi predstavljaju dinamicke sisteme

opisane kombinacijom diferencijalnih (diferencnih) i
algebarskih jednacina. Pitanja postojanja reSenja, njegove
jedinstvenosti i odredivanje konzistentnih pocetnih uslova
koji genereSu glatka (neimpulsna) reSenja znatno otezavaju
njihovu analizu i sintezu.

Neka je vremenski kontinualni linearni singularni sistem
opisan svojom vektorskom diferencijalnom jednacinom
stanja:

Ex(1) = Ax(1) , x(1,) =X, (M

ili:
X, (1) = 4%, () + 4,%, (1), (2a)
0= 4;x, (1) + 4,%, (1), (2b)

u slobodnom radnom rezimu, ili sa:

Ex(t) = Ax(¢t) + Bu(t), x(¢,)= xz 3)

E,AeR"™ su
konstantne matrice, sa matricom E obavezno singularnom.

u prinudnom radnom rezimu, gde

BeR™, ueR" a xeR" je vektor stanja singularnog
sistema.

Sistemi opisani jednacinama (1-3) poznati su u literaturi
kao singularni ili deskriptor sistemi, ili kao sistemi sa
polustanjem i konacno kao sistemi dati u generalisanoj
formi modela u prostoru stanja. Oni se prirodno pojavljuju
u mnogim tehni¢kim disciplinama, kao $to su elektri¢na i
magnetna kola, u dinamici letelica i robota, optimizacionim
problemima, velikim sistemima i kao grani¢ni slucaj
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singularno-perturbovanih sistema. Prisutni su i u biologiji,
ekonomiji i demografiji. Obiman pregled do danas
postignutih rezultata na polju proucavanja ove klase sistema
moze se na¢i u dva broja poznatog casopisa Circuit,
Systems and Signal Processing 1986, 1989 [1, 2], kao i u
monogra-fijama, Debeljkovi¢ et.al, 1996, 1998 [3].

U praksi je Cesto od posebnog interesa, ne samo da se
ispita stabilnost sistema po Ljapunovu, ve¢ je od daleko
veéeg znaCaja da se utvrdi da li trajektorije sistema pri
njegovom kretanju u prostoru stanja dosezu ili ostaju
unutar ranije propisanih granica. Sistem moze da bude
stabilan u smislu Ljapunova, a potpuno neupotrebljiv sa
stanoviSta njegovih pokazatelja prelaznog procesa. Tu se u
prvom redu misli na nedozvoljeni preskok ili neprihvatljivo
dugo vreme smirenja. Zbog toga je sasvim opravdano da se
kretanje sistema posmatra unutar unapred propisanih
granica koje se mogu usvojiti u obliku hiper-cilindara u
prostoru stanja koji mogu biti shavéeni kao skupovi
dozvoljenih stanja u kojima se sistem moze zadesiti. Isti ti
skupovi mogu da budu stacionarni ili vremenski
promenljivi 1 potrebno je da budu unapred definisani. Od
posebnog je interesa da se i dinami¢ko ponaSanje sistema
posmatra na konacnom vremenskom intervalu.

Odredivanje granica do kojih dostize odziv sistema, bilo
u slobodnom bilo u prinudnom rezimu rada, predstavlja
veoma znacajan problem sa inZenjersko-tehnicke tacke
gledista. UvaZzavaju¢i ovu Cinjenicu, pojavio se veliki broj
definicija prakti¢ne stabilnosti i stabilnosti na konacnom
vremenskom intervalu. Ove definicije se baziraju na
unapred odredenim granicama dozvoljenih pocetnih stanja
sistema kao i na dozvoljenim granicama u kojima se
ocekuje kretanje razmatranog sistema. U inzenjerskim
primenama ova ¢injenica dobija posebno na tezini, a nekada
postaje i krucijalna kada se, na primer, radi o procenama
kretanja sistema u prostoru stanja i neophodnosti uvodenja
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u prostoru stanja i neophodnosti uvodenja adekvatnog
upravljanja. Izucavanje koncepta prakticne stabilnosti i
stabilnosti na konaénom vremenskom intervalu predstavlja
poseban izazov za svakog istraZivaCa, posebno kod
singularnih sistema gde se ovakvi problemi izuzetno
usloznjavaju, uvazavajuéi njihovu specifi¢nost.

Motivisani "kratkom diskusijom" prakticne stabilnosti
koja se pojavila u monografiji La Salle i Lefschet, 1961 [4],
Weiss i Infante, 1965, 1967 [5, 6] uveli su ceo niz definicija
stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu vremenski
neprekidnih sistema, a na vremenski invarijantnim
skupovima. Dalje proSirenje ovih rezultata bilo je
zahvaljuju¢i Michelu [6], Grujicu, 1971 [8], Lashireru i
Storyu, 1972 [9]. Prakti¢nu stabilnost prostih i povezanih
sistema na vremenski promenljivim skupovima po prvi put
su razmatrali Michel, 1970 [7] i (neSto kasnije) Grujic,
1975a [10]. Nesto opstije definicije stabilnosti ("prakti¢na
stabilnost sa  vremenom  smirenja",  "prakti¢na
eksponencijalna stabilnost" itd. ), a koje uklju¢uju i mnoge
prethodno iznete definicije, uveo je Gruji¢, 1971, 1975b,
1975¢ [8, 10 - 12]. Koncept "konacne stabilnosti", kao
posebnog koncepta stabilnosti na kona¢nom vremenskom
intervalu, uveli su Lashirer i Story, 1972 [9], a daljih
rezultata bio je zahvaljuju¢i Lamu i Weissu, 1974 [13].

U kontekstu prakti¢ne stabilnosti za singularne sisteme,
razliCiti rezultati bili su, po prvi put, izvedeni u radovima
Debeljkovica i Owensa [13, 14]. Analizu nelinearnih
singularnih i implicitnih sistema, po prvi put je tretirao
Baji¢, 1988, 1992 [16, 17], a kroz genericki kvalitativni i
kvantitativni koncept koji, kao posebne slucajeve, ukljucuje
1 prakti¢nu i tehnicku stabilnost sistema.

U ovom kratkom pregledu, pomenuti su samo rezultati
vezani za razli¢ite klase vremenski neprekidnih singularnih
sistema.

U ovom radu istrazuje se problem dovoljnih uslova koji
garantuju da ¢e trajektorije autonomnog ili neautonomnog
singularnog sistema ostati u unapred zadatom skupu stanja
na konacnom vremenskom intervalu njegovog rada. Prema
saznanjima autora ovim problemom, za ovu klasu sistema,
se do sada niko nije bavio.

Oznake i preliminarni rezultati

Dinamicko ponaSanje sistema (1-2) definisano je na
vremenskom intervalu J = {z,, t, + T},gde T moZe biti bilo
realan pozitivan broj bilo simbol +oo, tako da se prakti¢na
stabilnost i stabilnost na kona¢nom vremenskom intervalu
mogu jednovremeno tretirati. Jasno je da J € R.

Vremenski nepromenljivi skupovi uzeti kao granice do
kojih dosezu trajektorije sistema, pri njegovom kretanju u
prostoru stanja, su otvoreni, povezani i ogranic¢eni. Indeks
se koristi i oznacava sva dozvoljena stanja sistema, a indeks
a oznacava sva dozvoljena pocetna stanja sistema, tako da
vazi: S, < Sp S, oznaCava skup svih dozvoljenih
upravljanja. U opStem slucaju, moZe da se napiSe:

S, ={x):x0), <p. V21, f, xt)em o} @)

gde se za realnu matricu Q pretpostavlja da je realna
simetriCna i pozitivno odredena. Sa  Wj oznacen je
potprostor konzistentnih pocetnih uslova koji generiSe
glatka reSenja. Vektor poCetnih uslova je konzistentan
ako postoji neprekidno, diferencijabilno reSenje
singularnih sistema, datih jednacinama (1-3), pri ¢emu
se posebno nagladava da, u opstem slucaju,
konzistentni pocetni uslovi za sistem u slobodnom

radnom rezimu i odgovarajuc¢i u prinudnom radnom
rezimu ne moraju biti identiéni. Geometrijski prilaz
odredivanju konzistentnih pocetnih uslova dali su
Owens, Debeljkovi¢, 1985 [18] odredujuéi potprostor
Wi kao grani¢nu vrednost rekurzivnog algoritma, u
prostoru stanja, tipa:

W,=R", W

Jj+l

=A(EW)), j20 5)

gde A7'(-) oznadava inverzni lik od (-) pri dejstvu operatora

A. Pokazano je, takode, da potprostor W, predstavlja skup
vektora koji zadovaljavaju sledecu relaciju:

(r-£7E)x, =0, il w, =\{1-E£°E) 6)

gde je: E = (CE - A)_IE. ¢ je bilo koji realni skalar takav
da uslov:

det(cE — 4)#0,ili W, "N(E)= {0} (7

garantuje jedinstvenost reSenja generisanih iz W;. Nulti
prostor matrice /' oznacen je sa N(F), a gornji indeks “D”
se koristi da se ukaze na Drazinovu inverziju. Ako je ma-
trica F reda nxn, tada matrica F° oznaGava Drazinovu in-
verziju sa slede¢im osobinama:

FFP =FPF, FPFFP =FP FPFi =t 8)

gde je k indeks matrice F definisan kao najmanji
nenegativni ceo broj takav da vazi:

rank F'*' = rank F’ 9)

Neka [x|.,, oznafava bilo koju vektorsku normu

t.,=1,2,0) a |[|(-)]] matricnu normu indukovanu tim
A

vektorom. Ovde se koristi slede¢a notacija: |x|, = (x"x)"?
a [|()|,= A2 (4" 4). Gornji indeks * i T oznacava
konjugovanu transpoziciju i transpoziciju, sledstveno.

Matricna mera se Siroko koristi kada su u pitanju
razlicite klase sistema automatskog upravljanja. Matri¢na
mera u bilo koje matrice 4 € C™ je definisana na sledeéi
nacin:

|1+ed] -1 10)
&

A
w(A)= lim|
&0

Matricna mera definisana u (10) moze se razdeliti u
sledece tri forme u zavisnosti koja je norma upotrebljena,
tako da se moze pisati:

#1,(A) = max Re(akk>+;|a,-k| (11
ik
()= S max 2, (4% +4) (12)
i:
#..(A)=max| Re(a,)+ D |al (13)

k=1
k#i

Coppel, 1965 [19], ili Desoer i Vidysagar, 1975 [20].
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Prethodni rezultati

Da bi se podrobno uocila geneza i primena koncepta
stabilnosti na konacnom vremenskom intervalu na sin-
gularne sisteme, izlazu se neophodne definicije, koje
¢e se kasnije povezati sa odgovaraju¢im rezultatima,
odnosno teoremama.

Definicije stabilnosti
Definicija 1. Sistem, dat jednacinom (1), je prakticno
stabilan u odnosu na {r, «, S, Q} ako i samo ako
postoji x, € W, koji zadovoljava uslov:
I %o llp< e (14)

povlaci da je:

I x) lp< B, Vier 15)
Debeljkovi¢, Owens, 1985 [14].

Definicija 2. Sistem, dat jednacinom (1), je prakticno
nestabilan v odnosu na {7, , £, Q} ako i samo ako postoji
X, € W, koji zadovoljava uslov:

1% llp< e (16)
i egzistira neko t* € 7, tako da je ispunjen uslov:
Ix(*) o> B a7

Owens, Debeljkovi¢, 1986 [15].

Za primenu ovog koncepta na singularne sisteme u
obliku (2.a-2.b) pogodno je izvrsiti blagu preformulaciju
prethodnih Definicija, na sledeéi nacin.

Definicija 3. ReSenja sistema, datog jednacinama (2.a-2.b),
su prakticno stabilna u odnosu na {7, oy, &, B, B, B I}
ako i samo ako postoji xg € N([4; A4]), koji zadovoljava
uslove:

%0 IP<an, [ %< (18)
povlaci da je:

Ix®li<B, Vier, p+p<p 19)
Debeljkovic et al., 1992 [21].

Definicija 4. ReSenja sistema, datog jed. (2.a — 2.b), su
prakticno nestabilna u odnosu na {7, a1, o, B, P, B I}
ako i samo ako postoji X, € N([4; A4]), koji zadovoljava
uslove:

| Xio [P<an, I Xy IP<a (20)

i egzistira neko t* € 7, tako da je ispunjen uslov:

IX@P2 B,  B+bh<p @1
Debeljkovic et al., 1992 [21].

Definicija 5. Resenje x(z, xo) sistema datog jednaCinama
(2.a—-2.b)je {7, o, b1, p} - ograniceno ako, i samo ako
postoji xo € N([43 A4]) koji zadovoljava uslov:

%0 P<a, %0 IP<afa/p 22)

Debeljkovi¢ et al., 1993 [22].

Definicija 6. ReSenje x(¢, x¢) sistema datog jed. (2.a — 2.b)
je {5, a, b, B} - neograniceno ako, i samo ako postoji
(t*, x¢) € 7x X([4; A4]) takav da:

%0 [P<a, [ %0 IP<epa!fy (23)
povladi da je:
1%, (%% P2 B, ¥ || Xa (8%, %0) P2 > (24)

Debeljkovic et al., 1993 [22].

Definicija 7. Sistem, dat jednaCinom (1), je prakticno
stabilan u odnosu na {7, &, £, Q} ako i samo ako Vx, € W,
NN Sp(@) u trenutku ¢ = 0, sledi da za V¢ € 7, svako
reSenje X(¢, Xo) € So(f), Debeljkovi¢ et al., 1995b [23].

Definicija 8. ReSenje x(#, x¢) sistema, datog jednaCinom
(1), je prakticno stabilno u odnosu na {7, a, f, O} ako i
samo ako Xo € W N Sp(a) u trenutku t =01 V¢ € 7, reSenje
x(t, Xo) € Sp(f), Debeljkovic et al., 1995b [23].

Definicija 9. ReSenje x(#, x() sistema, datog jednaCinom
(2.a — 2.b), je prakticno stabilno u odnosu na {7, a, S, o}
ako i samo ako xp € X([4; A44]) N Si(@) N Sy (ef/B) u
trenutku ¢ = 0 1 V¢ € 7, reSenje x(¢, Xo) € Si1(B 1) N Sxf ),
Debeljkovi¢ et al., 1995b [23].

Odgovarajuce definicije prakti¢ne nestabilnosti su:

Definicija 10. Sistem, dat jednacinom (1), je prakticno
nestabilan u odnosu na {7,a,5,0} ako i samo ako xy € W}
N NSp(a) u trenutku ¢ = 0, i Ir*e 7 postoji reSenje X(¢, Xo)
takvo da je x(¢*, X¢) ¢ Sp(f), Debeljkovi¢ et al.1995b [23].

Definicija 11. ReSenje sistema, datog jednacinama (2.a —
2.b), je prakticno nestabilano u odnosu na {z, «, S, Q} ako
i samo ako Xg € W, N Sp(@) u trenutku £ =0, i 3r*e 7 tako
da x(t*, xo) ¢ Sp(B).), Debeljkovi¢ et al., 1995b [23].

Definicija 12. ReSenje x(¢, x,) sistema,datog jednacinama
(2.a — 2.b), je prakticno nestabilno u odnosu na {z, a, f,
Lo} ako i samo ako xy € N([43 A4]) N Si(@) N Sx(af/B)
u trenutku 7= 01 3¢* € 7, tako da x(¢*, x) ¢ Si(@) N SH(S),
Debeljkovic et al., 1995b [23].

Razmatraju se, dalje, linearni singularni sistemi, u
prinudnom radnom rezimu, opisani svojom vektorskom
jednacinom stanja (3).

Definicija 13. Sistem, dat jednacinom (3), je prakticno
stabilan u odnosu na {7, a, 5, 1), Q} ako i samo ako
po-stoji xo € Wy i vektorska funkcija u(f), koji
zadovoljavaju:

I %o llg< e, | Bu@) < &) (25)
povlace da je:
I x(0)lg< B, Vier (26)

Definicija 13. je prilagodena verzija definicije date u
radu, Jovanovi¢, Debeljkovi¢, 1996 [24].
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Teoreme o stabilnosti
Teorema 14.1. Sistem, dat jednaCinom (1), je

prakticéno stabilan u odnosu na {r, «, S, Q}, ako su
ispunjeni sledeci uslovi:

72(0)
no <P @7
72(0)
A(M)T+1nT(Q) <In(f/a), Vter (28)
gde je:
M=A"PE+ ETPA (29)

Debeljkovi¢, Owens, 1985 [14].
Teorema 2. Pretpostavlja se da je sledeca jednacina :
Rang[A3 A4]= Rang A4 = r<n2 (30)

zadovoljena. ReSenja sistema, datog jednacinama (2.a —
2. b), su prakticno stabilna u odnosu na {z, a, B, p, I}, @<
i, ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

}/maxt<1n(ﬂ]/a)7 Vier (31)
1L 1< BB (32)

gde je:
Vo = A (AT +4))+ A4 (L7 4] + 4,L)) (33)

sa matricom L kao bilo kojim resenjem sledece jednacine:
0=A, +AL (34)
Debeljkovi¢ et al., 1992 [21].

Teorema 3. Pretpostavimo da je jednadina (30)
zadovoljena. ReSenja sistema, datog jed. (2. a — 2. b), su
prakticno nestabilna u odnosu na {7, o, b, B, I}, a < i,
ako 30 50 <J < i 3r* € 7, tako da su ispunjeni sledeci
uslovi:

7mint*>1n(ﬂl /a) (35)
1L IP< B! B (36)

gde je:
Ymin = A (Al + A+ (L' 4 + 4L) (37

sa matricom L kao bilo kojim reSenjem jed. (34), gde:
=o'’ (38)
oznacava pseudoinverz matrice L, Debeljkovic et al., 1992

[21].

Teorema 4. Pretpostavimo da je jednadina (30)
zadovoljena. Sistem, dat jednacinama (2. a — 2. b), ima tada
reSenja koja su {7, «, £, h} — ogranicena, a < 3, ako su
ispunjeni sledeci uslovi:

At<ln(f/ay, Vter (39)

IL 1< B (40)

gde je A = A(Z), sa matricom Z definisanom na
slededi nacin:

Z =(A, +A,L)" P+ P(4, + 4,L), 41)
Debeljkovi¢ et al., 1993 [22].

Teorema 5. Pretpostavimo da je jednacina (30) zado-
voljena. Sistem, dat jednainama (2. — 2. b), ima tada
reSenja koja su {7, o, B, B} — neograni¢ena, a < B,
ako 36 30 < S < i 3t e 1, t* < +0, tako da su
ispunjeni sle-deéi uslovi:

At*>1n (B/0) (42)

gde je 1 = A(Z), sa matricom Z definisanom jed. (41),
Debeljkovic et al., 1993 [22].

Dokazi ovih teorema se ne navode i u osnovi se mogu
na¢i u Debeljkovi¢ et.al., 1996, [23a] a identi¢ni su
dokazima Teorema 2-3, u kojima je neophodno samo
staviti P = I,,. Porede¢i pomenute teoreme, lako se uocava
da su uslovi dati Teoremama 4 — 5 daleko blazi, pa ih je u
tom smislu i lakSe ispuniti.

Teorema 6. Pretpostavimo da je jednacina (30) zado-
voliena. Tada je, pod uslovom da su zadovoljeni
uslovi Teoreme 4, procena potencijalnog domena
prakticne stabilnosti u odnosu na {r, a pi, pf}
Debeljkovi¢ et al., 1993 [22].

Dokaz sledi direktno iz dokaza Teoreme 4.

Razmotrimo konac¢no, do kakvih se rezultata dolazi ako
se iskoriste Definicije 7 — 12.

Vezano za odredivanje odgovaraju¢ih potencijalnih
domena {(-)} — stabilnosti, mogu se dati neposredno sledeci
rezultati.

Neka je V = (7, a, f, Q). Tada je potencijalni domen {7,
a, B, Q} — prakticne stabilnosti definisan kao:

(43)

DY) - {xo eMnS,(a) }

Ix(t,x()> Vi e 7,x(¢, X)) € S, (B)

Neka je dalje A, = (7, a, £, /). Tada je potencijalni
domen {7z, a, B, p»} — prakticne stabilnosti definisan kao:

D _ X, eMNS ()N S, (B, / p,): (44)
@)= I(t,X)3 Vi € 7,x(1,X,) € S, () N S, ()

Jedan od osnovnih zadataka jeste iznalaZenje
odgovarajucih procena datih skupova, koris¢enjem D, (-) <
D("), $to ¢e biti predmet narednih razmatranja.

Nadalje (30) povlaci da je:

M=R((4; A4i]) (45)

za sistem dat jednacinama (2. a — 2. b), $to je ve¢ i ranije
dokumentovano. 1z (31) dalje sledi da, ako postoje resenja
sistema datog jednac¢inama (2. a — 2. b), postojace i resenja
x(?) ¢ije su komponente povezane slede¢om relacijom:

X:(f) = Lx:(?) (46)

Ona reSenja sistema, datog jednaCinama (2. a — 2. b),
koja zadovoljavaju uslov da kretnja x,(¢) asimptotski tezi
nuli, moraju takode da zadovolje algebarsko ogranicenje
nametnuto jed. (2. b). Posto je:
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N(L -1 N4 44)=M (47

a kada je zadovoljena jednacina (31), moguc¢i su sledeci
zakljucci, pod uslovom da je zadovoljena (30):

—

. Postoje reSenja sistema datog jednac¢inama (2. a — 2. b)
koja pripadaju skupu:

X(%, %) € {N([L —1,,]} (48)

2. Ako su reSenja sistema datog jednadinama (2. a - 2. b),
¢iji kovektor stanja x,(t) asimptotski tezi nuli kada vreme
neograniceno raste, {7, a, [, Q} - prakticno stabilna,
tada je procena potencijalnog domena {7, o, fB, Q} -
prakticne stabilnosti odredena sa:

D, (V)=

_ {x(t) eR": x(t,x,) € {N([L -1, ])GSQ(OZ)}} (49)

Da bi se formulisale odgovaraju¢e teoreme, pogodno je
usvojiti agregacionu funkciju u obliku:

V(x(0) =x" ()0Ox(1) = x/ (1) Px,(7)
Q =diag[ P 0, |

gde je Q realna, simetri¢na pozitivnho poluodredena, a P
realna, simetri¢na i pozitivno odredena matrica.

Totalni izvod agregacione funkcije, duz reSenja sistema
datog jednac¢inama (2. a — 2. b), dat je sa:

(50)

V(x(t))=x] ()(A P+ PA4)x,(t)+

(51
+X5 (£) A, Px, (1) + x| (1) PAX, (t)

Teorema 7. Pretpostavimo da je zadovoljen uslov dat
jed. (30) i neka je matrica Q definisana kako je dato
jednacinom (50). Tada postoje {7, a, B, Q} — prakti¢no
stabilna reSenja sistema datog jednacinama (2. a — 2.
b), koja zadovoljavaju pretpostavku o asimptotskoj
osobini kovektora stanja x,(f), ako je ispunjen slededi
uslov:

ut<hn(Pay, Vter (52)

gde a, fe R, f2 ai u=AZ) /A(P) kada je A(Z) <0ili u
= AZ)/AP), kada je A(Z) > 0, gde je matrica Z data
slede¢im izrazom:

Z=(A4 +A,L)" P+P(4 +4,), (53)

gde matrica L zadovoljava (31). Ako je A(Z) £0, tj. ako je
matrica Z negativno poluodredena, tada je 7 = [0,+oo[, i
moguce je usvojiti a = f. Ako je A(Z) > 0, tada je =[O0,
T[, T < +oo, a da bi se obezbedilo da 7> 0, mora da bude «
< f, Debeljkovi¢ et al., 1995.b [23].

Teorema 8. Pretpostavimo da je zadovoljen uslov dat
jednacinom (30) i neka je matrica Q definisana kako je dato
sa (50). Tada postoje {7, &, f, b} — prakticno stabilna
reSenja sistema, datog jed. (2. a — 2. b), koja zadovoljavaju
(46), ako su ispunjeni sledeci uslovi:

wt<In (B/na) (54)

LI < BIpy (55)

gdeje o, fe R, 2 a, 1 u= A(Z2)/A(P) kada je A(Z) <0 ili
1= ANZ)AP) kada je A(Z) > 0, gde je matrica Z definisana
jednacinom (53), a matrica L zadovoljava (31). StaviSe, ako
je A(Z) £ 0, tj. ako je matrica Z negativno poluodredena,
tada je ze[0,+0 [, i moguée je usvojiti f=na, gde je
1=A(P)/ A(P). Ako je A(Z)>0,tada =10, T[, T<+oo,ada
bi se obezbedilo da 7 > 0, mora se usvojiti S > na.
Debeljkovic et al., 1995.b [23].

Teorema 9. Pretpostavimo da je zadovoljen uslov dat
jednacdinom (30) i neka je matrica Q definisana kako je dato
u (50). Tada postoje {7, a, B, B} — prakticno nestabilna
reSenja sistema, datog jed. (2. a — 2. b), gde a<f, ako je
matrica Z, definisana jednac¢inom (53), pozitivno odredena
sa matricom L koja zadovoljava (31) i za neko 630 <&a,
vazi:

T>0"n(B/<5) (36)
gde je £= AP)YA(P) i 6= AZ)/A(P) ,Debeljkovi¢ et al.,
1995.b [23].

Teorema 10. Neka je A, = (7, o, f, /) 1 neka su
zadovoljeni svi uslovi Teoreme 8. Procena Dy(A))
potencijalnog domena D(A)) — {7, «, b1, B} — prakticne
stabilnosti sistema, datog jed. (2. a — 2. b), moze se
definisati na slede¢i nacin:

D,(A)=
x(t)eR":

- (57)
x0eN([L -1, ])nS@ns.@B/8,)

gde je D(A,) definisano jednacinom (43), Debeljkovi¢
et al., 1995b [23].

Za potrebe narednih izlaganja razmatra se linearni
singularni sistem u prinudnom radnom reZimu, jednacina
(3), pripadajuéa Definicija 3 i sledeca pretpostavka:

Pretpostavka 1. Vektorska funkcija ¢(f) = Bu(t) je
takva da obezbeduje jednakost skupova konzistentnih
poCetnih stanja za singularni sistem kako u
slobodnom, tako i u prinudnom radnom rezimu.

Sada se moze dati sledeca teorema.

Teorema 11. Neka vazi pretpostavka 1. Da bi sistem, dat
jednacdinom (3) bio prakticno stabilan u odnosu na {7, a, S,
1), O}, dovoljno je da bude ispunjen sledeéi uslov:

Laonyi-e

+ jg(ﬁ) e?

1
SABN(E)

)d€<[;’, Vter (58)

pri ¢emu je matrica M definisana sa:
M=M"=A"E+E"4 (59)

Jovanovi¢, Debeljkovi¢, 1996 [24] i Debeljkovi¢, Jova-
novi¢, 1997 [25].
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Glavni rezultati
Stacionarni singularni sistemi

Teorema 12. Sistem dat jednacinom (1) stabilan na
konaénom vremenskom intervalu u odnosu na

{r,a, B,1},ako je zadovoljen slede¢i uslov:
e < \/%, Vter (60)
gde je:
Q=E"A,A=(cE-A)"'4 (61)

Dokaz. Kretanje sistema datog jednaCinom (1), za
proizvoljno x, € W, , je dato sa:

x(f) =" 'x, = @ (1)x, (62)
Odredujuci norme obeju strana jednacine (62), dobija se:
<l <@ )] || (63)

a koris¢enjem Definicije 1 , dobija se:
x| <@, Ve (64)

odnosno:

x| <% (Ve ) < /B, Ve (65)

Sto je i trebalo pokazati. S druge strane, dobro je poznato
da vazi, Coppel, 1965 [19]:

()] < et (66)
odnosno:
.
R S A N B G
a koriS¢enjem Definicije 1 1 konacno:
|x)||< B, Vter (68)

Sto je i trebalo pokazati.
Za naredna izvodenja, potrebno je blago preformulisati
Definiciju 13, pa sledi:

Definicija 14. Sistem dat jedna¢inom (3), pri B =1 je
stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu, u odnosu na
{r.a,B,¢.,1}, a<pB,i=0,1,2,...k, ako i samo ako za

||x;|| <a, x; ew, i "g‘ (t)" <g, Vter, povlaci
[x|< B, Vier, gde (.)(i) ozna&ava vremenske izvode.

Teorema 13. Sistem dat jednacinom (3), pri B = I, je
stabilan na kona¢nom vremenskom intervalu, u odnosu na:

{r.a,B.6.1},a< B, i=0,12,..k, ako je zadovoljen
slede¢i uslov:
ey_p-slle e E")
E° (| +20)

(69)

Dokaz. Kretanje razmatranog sistema u prostoru stanja dato

je sa:
x(t) = eED;”EEDx;
t
+eED‘7'J'efD/3"EDﬁ(9)d9
! (70)
—_— k71 —_— —_
I EED)Z(—l)" (EAPY APa' (1)
i=0
gde je:
() =(cE+ A 'u(t),ceC (71)

Uz pretpostavku da je upravljacko dejstvo u(t) takvo
da vazi:
W' ()=0, Vi=12,...k (72)

normirajuéi obe strane jednacine (70) i koriste¢i Coppelovu
nejednakost, lako se dobija:

()] < e”(EDA?j’A(ﬂEEDﬂZ‘ +[E7] ) (73)
+|(1-EE?)|-| 4%
ili:
[x(e)] < e (| er+ 29 )| 7]
L (74)
(1] E]|E2]) |47 2o

Koriste¢i bazi¢nu jednacinu ove teoreme, lako se uvida
da vazi:

|x)| < B. Vier (75)

Sto je trebalo i pokazati.

Nestacionarni singularni sistemi

Neka je nestacionarni, linearni, singularni sistem opisan
svojom vektorskom diferencijalnom jednacinom stanja:

E@)x(t) = A)x() , x(t,) =X, (76a)
u slobodnom radnom rezimu, i sa :
E()x(t) = A()x(¢) + B(Hu(r), x(¢)) = Xo (76b)

u prinudnom radnom rezimu, sa matricama koje imaju isti
znacaj ired, kao i u stacionarnom slucaju.

Definicija 15. Sistem dat jednacinom (76. a) je stabilan na
kona¢nom vremenskom intervalu, u odnosu na

{J,a,ﬂ, Q(t)} , a < f ako, i samo ako postoji x, € W, koje
zadovoljava ||x0||2Q < a povladi: ||x(t)||; <p.NVteld.

NAPOMENA: Kvadratna forma "X(l‘)"; je definisana sa:

X, =x" (O @)x() (77)

gde je matrica Q(f) pozitivno odredena na skupu konzis-
tentnih  pocetnith  uslova 1  koja  zadovoljava
O(=ET(t)P(1)E(?), gde je matrica P(f)=P'(f)>0 proizvoljna,
simetri¢na, pozitivno odredena, realna matrica.

Rezultati u nastavku ne zavise od indeksa sistema.
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Teorema 14. Sistem dat jednacinom (76. a) je stabilan na
kona¢nom vremenskom intervalu, u odnosu na:

.o, B,0(0)}, a< B, 0@ = 0'(t) > 0, ako je zadovoljen
sledeéi uslov:

jA(M(t))dt (78)
ae” <p, VtelJ
gde je:

A (M(0)= max{ X (OMOX(@O):x(0) W, \ {0} } )

and x()E" t)P()E()x(¢) =1
sa matricom M(¢) definisanom na slede¢i nacin:

M(t)=[A" (t)P(1)E(1) + E(1)P(t)E(t) +
+ET(OP()E(t)+ ET ()P())E(f) + (80)
+ET (1) P(1) A(1)]

Dokaz. Za razmatrani sistem, usvaja se kvazi-Ljapu-
novljeva funkcija sledeceg oblika:

V(t.x(t) = X" ()E" () P()E(D)x(1) (81)

a nakon njenog diferenciranja duz trajektorija razmatranog
sistema dobija se:

V(t,x(0)) = x" ()M (1)x(t) (82)

Integraljenjem prethodne jednacine, dobija se:

j.A(M(f))df (83)
V(t,x(1)) < e Vit,,x,)
a posto vazi:
||x(t)||; =V(t,x(t)) = x" () E" (t)P(t)E(1)x(1) (84)

Ixoll = V(0 x,) = X" ()E" ()P )E@)X(E) — (85)

nejednakost (83) postaje:

t
A(M (1))t

; (86)
xoll, e Il

Koriste¢i pocetni uslov za neko ¢, €J, i neko (%, Xo), uz
V(to, Xo)<a, jednacina (86) postaje:

t
A(M ())dt

ko <e* @ &7
Sto prema uslovu Teoreme daje:
Ixol, <5 (88)

§to je i trebalo pokazati, ¢ime je i zavrSen dokaz ove
teoreme.

Na sliCan nacin, ovaj se rezultat moze pro§iriti na
singularne, nestacionarne sisteme koji rade u prinudnom
radnom rezimu.

Definicija 16. Sistem dat jednacinom (76.b) je stabilan na
konaénom vremenskom intervalu, u odnosu na

V.a. p.e).00}) ,a<p, 00=0"0>0, a<p, ako i
samo ako postoji vektor konzistentnih pocetnih uslova
x, €W, 1 vektorska funkcija u(f), koji zadovoljavaju

sledece uslove ||xn||Q <a, ||B(t)u(t)||g <¢g(t) a sto povlaci
"x(t)"g <pB,Vteld.

Teorema 15. Sistem dat jednacinom (2b) je stabilan na
konaénom vremenskom intervalu, u odnosu na

{J,a,ﬂ,g(t),Q(t)} ,a<f3, ako je zadovoljen sledeci
uslov:

I T
1 1
S [aceana A

ae + Ig(r)e ! dr<p, VteJ (89)
10

gde je:

X (OM@)x(t): x(t) e W N\{ 0},
A (M(t)):max{ (o] } (90)

and x()E" ()P)E()x(t) =1

sa matricom M(¢) definisanom na sledeéi nacin:

M) =[A" ¢)P()E(t) + E(1)P(t)E(t) +
+ET(OP()E()+ ET (1)P()E(1) + 91)
+ET ()P(1)A(1)]

Dokaz. Za razmatrani sistem usvaja se kvazi-Ljapu-
novljeva funkcija u slede¢em obliku:

V(e.x(0)=x"(OE" () POE@x(1) (92)
a posle njenog diferenciranja po vremenu, dobija se:

V(t,x(t)) = X" ()M (6)x(t) +

+2(B(U(®))" P()E)X(2) ©3)
gde je matrica M(f) data ranije, jednacinom (91).
Moze da se pise da je:
(B()u(1))" =£(1) (94)
kao i:
[E@XO)] =X OE (E@Ox() =
(95)

_p2 ()7 [t.x(1)]
Jednacina (93), koriste¢i (90 1 91), postaje:
V(e,x(6)) - AM ()W (t,x(2)) < 2s() P> () "2 (t,x(2))  (96)

Dele¢i jednacinu (96) sa 21/V(t,x(t)) i transformisuéi

VO = VX)), u (1) = m . dobija se:

V(1) - %A(M(t))y(t) <e@)P"* (1) 97)

koja, u slu¢aju da vazi jednakost, predstavlja obic¢nu
diferencijalnu jednacinu, ¢ije je reSenje dato sa:
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r
fi(§)ds

e+ v (e dr (98)

t
[ fica
(0]

yt)=e

gde ¢ oznacava proizvoljnu konstantu.
U ovom slucaju, dobija se dalje:

O =-SAMO) i .0 =00 (99)

$to shodno jednacinama (98 i 99) daje:

% ; A(M (1))t ¢ s % /[ A(M ())dt
y(t)=e™ c+ [ e@P e dr|  (100)
0
odnosno:
L amanar o L A
y(t) =ce™ +J s(D)P (e "ar - (01)
0
Ako se usvoji:
O(O=E"(DP(DE(?) (102)

tada je:
X, = V(t.x(6) = X" (VET (6) P() E)x(0) (103)

tj.
y() =V (tx0) = [x0), (104)

tako:

L Atenar o LA
x| ceZJ"’ +| &(x)P"e s, (10s)
Q )

Ako se sada vratimo na nejednakost (97) dovoljno je u
prethodnoj jednacdini znak jednakosti zameniti znakom
nejednakosti. Koriste¢i pocetni uslov, lako se uvida da vazi:
"Xn"Q =c. Ako se dalje usvoji: ||xn||Q =c, reSenje

diferencijalne nejednakost (97) dobija slede¢u formu:

1AM L e
o, <[l [ eepe T g 106)

Koriste¢i pocetni uslov, dat sa ||x0||Q <a , dobija se:

f' A )
0 + I e(t)P"e
o

1ot
—EJ;A(M(Z))M

Ix(0)], < ae® ac - (107)

Sto, koristeci bazi¢ni uslov Teoreme, konacno daje:
Ix©, <8 (108)

Sto je i trebalo pokazati.

Zakljucak

U prvom delu rada je data hronoloski sredena
rekapitulacija najznacajnijih radova autora vezanih za
izuCavanje dinamickog ponaSanja linearnih stacionarnih
singularnih sistema na kona¢nom vremenskom intervalu. U
drugom delu rada razmatran je sli¢an problem ali za klasu
slozenijih  sistema  automatskog upravljanja, koje
karakteriSe vremenska zavisnost parametara procesa.
Izvedeni su dovoljni uslovi stabilnosti na konac¢nom

stabilnosti na kona¢nom vremenskom intervalu ove klase
sistema i ukazano na njihovu primenljivost u Sirokom
spektru savremenih tehnickih sistema. Ova problematika
razmatrana je kako za autonomne, tako i za neautonomne
singularne sisteme automatskog upravljanja.
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