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Analiziran je problem vodenja mehanickih sistema kao objekta upravljanja po nominalama, sa naglaskom na objekte
kod Kkojih je broj spoljasnjih ulaza razli¢it od broja njihovih stepeni slobode kretanja. Cilj je da se pokaZu
matematicke forme Koje se pojavljuju pri reSavanju zadataka vodenja mehanickih objekata i ukaZe na postupke za
njihovo reSavanje. Stoga se analiziraju tipovi i osobine modela objekta upravljanja. Problemi sinteze nominala i
sinteze zakona vodenja obraduju se posebno za sluc¢aj kada je broj stepeni slobode kretanja objekta upravljanja ve¢i
od broja njegovih spoljasnjih ulaza. Pokazana je razlika izmedu zakona vodenja po nominali i zakona upravljanja

regulacionih kola.

Kljucne reci: Vodenje mehanickih sistema, matemati¢ko modeliranje, objekat upravljanja.

U v o d - definicija problema

INAMIKU objekta upravljanja predstavljaju procesi

razmene energije, materije 1/ili informacije koji se u
njemu odvijaju. Izlazi objekta su veli¢ine koje mogu da se
mere ili na neki drugi nacin detektuju. Zavisno od znanja,
vestine i potreba istraZivanja, zakoni razmene se manje ili
viSe tatno matematicki opisuju u formi algebarskih ili
diferencijalnih  jednacina. Najées¢e je to forma
nehomogenih diferencijalnih jednacina u kojima ulaz u
objekat figurise kao prinuda.

Generalno, problem upravljanja se svodi na obezbedenje
skupa prinuda - ulaza koji uzrokuje takva stanja objekta da
njegovi izlazi budu Zeljeni. To zna¢i da se nikakvim
upravljanjem ne moze promeniti fizikalnost objekta i da
izlaz objekta iskljuivo odslikava tu fizikalnost.
Upravljanjem se objekat prisiljava da od svih mogucih
stanja ima zeljena. To se postiZe izborom ulaza u objekat u
funkciji tekuc¢ih stanja objekta, eventualno stanja uredaja
koji ulaze generise i ulaza iz celokupnog okruzenja sistema
u zatvorenoj petlji.

Nepoznavanje objekta upravljanja, ili njegovo pogresno
sagledavanje, onemoguéava nalazenje dobrog resenja
upravljanja. Preciznije reCeno, za izabranu matematicku
formu modela objekta moguce je naéi upravljanja koja ¢e
obezbediti da izlazi modela budu zeljeni. Upravljanje ¢e biti
dobro kada je dinamika objekta dovoljno ta¢no opisana
modelom, na osnovu koga je ono birano. Nadeno
upravljanje moze samo slucajno biti dobro za objekte Cija je
dinamika pogres$no opisana modelom.

Kao mehanicki objekti upravljanja razlikuju se neki od
slede¢ih mehanickih sistema: sistem elasticno povezanih
pokretaca ili servopokretaca optereCenih masama (objekat
upravljanja prirodnog mehanickog sistema) ili sistem
povezanih elasti¢nih ili krutih tela (parcijalni slucaj — jedno
telo) na Ccije se kretanje mogu postaviti i dodatna
ograni¢enja. Zavisno od izbora objekta, bez obzira na
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tanost opisa njegove dinamike, slede razliciti putevi i
razli¢ita reSenja upravljanja. Jedan od primera mehanickog
objekta upravljanja je letelica kao kruto telo, na Cije se
kretanje u prostoru ne postavljaju ogranicenja. Drugi primer
mehanickog objekta upravljanja, koji se razmatra u
savremenoj robotici, je struktura robota, tj. sistem zglobno
povezanih krutih ili elasti¢nih clanaka koji su u
medusobnom kontaktu i kontaktu sa okruZenjem. Treéi
primer su ziva bia kao sistem elasticno povezanih
opterec¢enih pokretaca.

U ovom radu je kao objekat upravljanja razmatrana klasa
mehanickih sistema, ¢ija se dinamika moZe opisati
sistemom obic¢nih diferencijalnih jednacina drugog reda. Te
jednacine su jednacine kretanja, njihov broj je jednak broju
stepeni slobode kretanja mehani¢kog sistema i opisuju se
pomocu koordinata prostora stanja (pomeranja i njihovih
izvoda). ReSenje jednadina kretanja kao linijja u
viSedimenzionom  prostoru  stanja  je  trajektorija
posmatranog mehanickog objekta upravljanja i matematicki
se opisuje kao visedimenzioni vektor u funkciji vremena.
Izlaz objekta upravljanja je funkcija reSenja jednacina
kretanja i eventualno ulaza u objekat. Treba izabrati zakone
upravljanja koji obezbeduju kretanje mehanickog objekta
po izabranoj putanji. Pod putanjom se podrazumeva linija,
kao geometrijsko mesto tacaka u trodimenzionom prostoru,
koja predstavlja projekciju trajektorije iz prostora stanja na
taj prostor. Stoga je osnovni zadatak upravljanja — vodenje
mehanickog sistema po trajektoriji. Problem vodenja po
trajektoriji mehanickih sistema prvenstveno je naznacen u
robotici, vojnoj i kosmickoj tehnici.

Cilj rada je da pokaze matematicke forme i nacine
reSavanja problema vodenja mehanickih sistema.

Resenje problema vodenja u prirodi je ostvareno tako,
Sto su za sve objekte upravljanja iste vrste unapred zadate
jedinstvene osnovne nominale (npr. bazna nominala za
hodanje coveka je ista kod svih ljudi). Prirodni objekti
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upravljanja i sistem upravljanja za njih razvijaju se
naknadno na jedinstven nacin u skladu sa potrebama
postavljenih nominala, ali tako, da se sve unutrasnje
upravljacke petlje zatvaraju samo na bazi informacija od
samog objekta upravljanja. Na ovom stupnju razvoja, nauka
nije u mogucnosti da reSi problem vodenja sistema

upotrebljene u mehanici predstavljaju potrebne uslove za
dobijanje minimalnog dejstva prikazanog u razlicitim
prostorima koordinata. U [2] je pokazano da najmanje
dejstvo predstavlja najkrace rastojanje izmedu dve tacke
tangentnog prostora merenog metrikom definisanom
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Slika 1. Globalna funkcionalna Sema sistema za vodenje po trajektoriji

imitacijom reSenja vodenja prirodnih sistema. Osnovni
razlog je u shvatanju i predstavljanju sustine kretanja
mehanickih sistema i prostora u kom se ono odvija, Sto je
detaljnije obradeno u nastavku teksta.

Zadatak vodenja trazi reSenje za tri podzadatka, i to
redom za: objekat upravljanja, nominale i sistem
upravljanja (sl.1). Celovito sagledavanje problema i nacina
reSavanja problema vodenja po trajektoriji mehanickih
sistema omogucava izbor lakSeg puta ka reSenju, lakse
prilagodenje reSenja za inZenjersku primenu rezultata
istrazivanja i naznacava oblasti nauke koje treba dodatno
razvijati.

Matemati¢ko modeliranje

Prakti¢no sva istrazivanja problema upravljanja, odnosno
vodenja mehanickih sistema polaze od opisa zakona kojim
je okarakterisana dinamika objekta upravljanja. Za opis
mehanickih sistema koriste se jednacine kretanja u formi
Njutnovih, Lagranzeovih ili Hamiltonovih (kanonskih)
jednacina. U [1] je pokazano da su to iste jednacine.
Njutnove jednaCine su opisane pomocéu koordinata
konfiguracionog prostora. Lagranzeove i Hamiltonove
jednacine su Njutnove jednacine prikazane u tangentnom
prostoru koris¢enjem kovarijantnih i kontravarijantnih
koordinata. Opis kretanja jednainama prvog reda u
prostoru stanja je samo dodatna transformacija jednacina
kretanja i dalje udaljavanje od izvora nastanka opisa
kretanja. Osnovni razlog za polaZenja u istrazivanjima od
opisa mehanickog objekta u formi Njutnovih, Lagranzeovih
ili Hamiltonovih jednacina je raspoloZiva baza znanja koja
je prvenstveno posledica Skolstva, tj. nacina obrazovanja.
Od tog opisa se polazi i u ovom radu. Osnovni motiv je
naslanjanje na dosadasnja znanja.

Mora se imati u vidu da postoje i drugi putevi za reSenje
upravljanja mehanickim objektima. Njutnove, Lagranzeove
i Hamiltonove jednacine su interpretacija Ojlerovog
matemati¢kog reSenja minimizacije funkcionala u mehanici
nazvanog dejstvom (Hamiltonovo, Lagranz - Mopertijevo).
Te jednacine su dobijene iz uslova da se stvarno kretanje
odvija tako da dejstvo ima minimalnu vrednost. Jednacine

dejstvom. Drugim refima, stvarno kretanje se moze
zamisliti kao najkrac¢a linija izmedu dve tacke na
hiperpovrsini kojom je odredeno dejstvo (funkcional pod
integralom). To znaci da se kao startni opisi sistema ne
moraju usvojiti jednacine proistekle iz zakona kretanja koji
predstavljaju posledice principa mehanike. Kao opis
sistema moze da se usvoji funkcional koji odreduje dejstvo,
a zakljucci o osobinama kretanja i upravljanja kretanjem
mogu da se dobiju polazec¢i od geometrijskih svojstava tog
funkcionala. Takav prilaz je kori§¢en za sintezu upravljanja
jedne klase mehanickih sistema [3] i za definisanje opstih
uslova za spreCavanje porasta i zaustavljanje rotacije
letelica na svim napadnim uglovima pa i u kovitu [4].
Sustinski napredak od interesa za robotiku je mogucnost
upravljanja mehanic¢kim sistemom kao crnom kutijom i pri
nepotpunoj kvantitativnoj informaciji o osobinama i stanju
sistema, pa ¢ak i pri nepotpunoj informaciji i 0 samom
funkcionalu [5,6]. Slede¢i istu logiku u [7] je pokazan
mogu¢i put za reSenje i shvatanje problema obucdavanja
sistema.

U ovom radu sledi se uobiCajen put istraZivanja
upravljanja deterministickih sistema sa usredsredenim
parametrima  vremenski  neprekidnih stacionarnih
mehanickih sistema.

Sa matematicke tacke gledista, polazna tacka je opis
(model) dinamike mehani¢kog objekta. Razmatra se klasa
mehani¢kih objekata upravljanja, ¢ije se polje brzina u
prostora stanja moze opisati sistemom od 2m obicnih
diferencijalnih jednacina prvog reda:

x=f(xu), xeR™ ueck’

@)
gde su: x e R*™ vektor stanja i u e R” vektor spoljagnjih
ulaza. Vektor stanja se bira prema potrebama konkretnog
zadatka. Na primer, za jedan manipulator sa zglobovima
pete klase i hvataljkom na ¢ije se kretanje ne postavljaju
ograni¢enja, koordinate vektora stanja mogu biti fazne
veli¢ine x = col(q.4) € R*™, gde su m broj zglobova, a ¢ i
¢ unutra$nje koordinate i njihovi izvodi. Vektor ulaza u za

manipulator je vektor pogonskih momenata u =7 e R".U
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slucaju letelice kao krutog tela, uobicajeni izbori vektora
stanja su x=col (V,a, 8, X, Y. H,p,q,r,0,0,y) € R il
x = col (t,,v,w, X.. Y. H, p.q.r.0,0,p) € R, gde su: V
brzina leta, @ i S napadni i ugao klizanja, u,,v i w
projekcije vektora brzine na koordinatni sistem Cvrsto
vezan za letelicu, X,,Y, i H pozicija letelice u odnosu na
zemaljski koordinatni sistem, p, ¢ i r projekcije vektora

ugaone brzine na koordinatni sistem c&vrsto vezan za
letelicu i @, € i ¥ Ojlerovi uglovi orijentacije letelice u
odnosu na zemaljski koordinatni sistem. Komponente
vektora ulaza u za letelicu su otkloni komandnih povrsina
(npr. horizontalne krme ili kanara o,, , krilaca o;, vertikalne

krme 6, ,...) i
u=col(5,,8,6,,8/,..)€ R

Jednacine (1) za opis dinamike mehanickog sistema su
dobijene transformacijom m jednacina kretanja drugog reda
(Lagranzeovih jednacina):

komanda  propulzorady,..., tj.

doT_oT D, an_p

Aoy, oy i o moe @)
_

=0 za statiku statika

gde su:
disipacije, y;1 Q; generalisane koordinate i generalisane

T,MiD kineticka, potencijalna 1 energija

sile. Ako se generalisane sile predstave u funkciji stvarnih
spoljasnjih ulaza 7 , razvijena forma jednacina (2) je:

D (y1)')./.l +d (yls"-ayms).}lms).}m):
=K (yl,..,ym,‘rl,..,rp)
Dy (12): 32+ G (Vises Vs Vses Vm ) =
=B (Voo Vs Tlsens Tp) 3)

djm (ym)'j)m +¢m (yla--aym:ylrwym):
:Fm (yla"’ymsrla"arp)

uvodi  se
funkcija

Radi  kompaktnijeg  zapisa vektor
y=col(y,...ym).  Vektorska F(y,t)=

=col(F (37),.... Fu(»7)) se Gesto moZe predstaviti u
obliku F(y7)=J"(py)r, gde je J'(y)eR™?
transponovana matrica matrice kojom se vektor brzina
»y € R" transformiSe u vektor brzina na mestu dejstva

spoljasnjih ulaza 7. U tom slucaju jednaéina (3) se moze
predstaviti u slede¢em kompaktnom skra¢enom zapisu:

O(y)y  +o(y.y)= J(y)r
l l l
m p<mp=mp>m|[ 1
] = __
m m m m . ":Z
p>m
4)

gde su: ®(y)e R™", det®(p)=0, pozitivno odredena

inerciona matrica sistema, ¢(y,y)e R" vektor kojim su
uracunati uticaji gravitacije, trenja i Koriolisovog ubrzanja,
» ),y € R" vektori poloZaja sistema i njegovi izvodi,
F(7)=J"(y)r€R™ vektor prinude i 7 e R” vektor

spoljasnjih ulaza. Uvodenjem vektora stanja x = col(y, y)

jednacina (4 ) se transformise u jednacinu (1).

Sistem jednacina (2), tj. (4) opisuje ravnotezu sila i
momenata mehani¢kog sistema i pogodan je za validizaciju
modela. Mehanicki sistem predstavlja povezane krute ili
elasticne mehanicke elemente. Validizacija se sastoji u
proveri konzistentnosti i taénosti opisa. Ako se u (4) stavi
da su y=y=0 dobijaju se algebarske jednaCine koje
opisuju statiku mehani¢kog sistema. Model koji ne opisuje
tatno statiku sistema neta¢no opisuje i dinamiku
sistema. Ako mehanicki sistem ¢ine medusobno povezana
kruta tela, tada po ukidanju relacija kojim su opisane veze
treba da se dobije sistem jednacina koji opisuje kretanje
nezavisnih krutih tela. Ako je sistem elastian, tada pri
kretanju bez elastinih pomeranja sistem (4) treba da
opisuje kretanje krutog sistema. Za mehanicki sistem nema
smisla traziti reSenje upravljanja na bazi modela koji ne
zadovoljava bilo koji od navedenih uslova.

Linearizacijom (4) i (1) za koju je usvojeno x=
=col( y, y) dobija se:

WAy +2D'Ay +K'Ay =Dt A7, W',D" K’ € R™",
D, e R"™?

jl e R2m><2m (5)

Ax=A, Ax+B,Au,

0 |
A =
X |:_Wy—lK/ _ 2wl—lD/

0 mx
B, = {W'_ID,} e R2m<p

gde A oznaCava odstupanje odnosne veliine od njene
nazivne vrednosti oko koje je vrSena linearizacija. Kako je
inerciona matrica W' pozitivno odredena, to je
singularnost matrice A, odredena singularno$¢u matrica
krutosti K’ i prigusenja D'. Ako jednacine od (1) do (5)
opisuju dinamiku krutog tela, matrice K',D'i A, su
nesingularne. Ako jednacine od (1) do (5) opisuju dinamiku
pokretne elasticne strukture, matrice K'.D'i A, su
singularne [8,9]. Broj ulaza p moZze biti manji, jednak ili
veci od broja m jednadina kretanja, odnosno, matrica D,
mozZe biti kvadratna ili pravougaona sa manjim ili ve¢im
brojem kolona od broja vrsta.
Za staticke uslove jednacina (5) postaje algebarska:

K'dAy=D,4z, K'eR™™, D, eR™7? 6)

Mogucénost reSavanja jednaCine (6) odredena je
osobinama singularnosti (rangom) matrica K', D, , brojem
veliina stanja i brojem pobuda sistema p. Ako je matrica
K’ nesingularna tada je u statickim uslovima poloZaj
mehani¢kog sistema jednozna¢no odreden u funkciji
poznatog ulaza Ay=K'™'D,r. Ako je matrica K’
singularna sa rangom rang K' = m' < m, onda je u stati¢kim
uslovima m' koordinata polozaja odredeno u funkciji
poznatog ulaza i m-m' bilo kojih vrednosti koordinata
polozaja. Ako su ulazi medusobno nezavisni i ako je njihov
broj jednak broju jednacina kretanja p=m, onda je matrica
AD, kvadratna i nesingularna. Samo se u tom slu¢aju ulazi
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jednoznacno odreduju u funkciji od poznatih polozaja
sistema 7 =4AD;'K'Ay. U svim ostalim slu¢ajevima
(p#m, ulazi zavisni) ulazi se ne mogu jednoznacno

odrediti u funkciji polozaja sistema.

Kako matrice W', D', K'i D,, ili A, i B, odslikavaju
osobine sistema u maloj okolini svake tacke prostora i kako
ne menjaju svoje osobine pri kretanju sistema, to se isti
problemi javljaju i pri nalaZzenju nominala i zakona
upravljanja.

Rezultat okoncanog zadatka modeliranja je verifikovan
matematicki model dinamike mehanickog objekta dat u
formi sistema diferancijalnih jednacina (1) ili (4). Dobijeni
model je baza za sintezu nominala i zakona upravljanja.

Nominalno kretanje

Neporemeceno kretanje objekta upravljanja je svako
njegovo kretanje koje se odvija bez spoljnjih poremecaja.
Neporemecen upravljan objekat izvrSava kretanje duz
neporemecene trajektorije. Pod trajektorijom objekta
podrazumeva se linija koju opiSe vektor stanja objekta pri
njegovom kretanju ili slika te linije u nekom drugom
prostoru iste dimenzije. Sa matematicke tacke gledista,
trajektorija objekta je linija u prostoru stanja i predstavlja se
kao vremenski promenljiv vektor, ¢iji je broj koordinata
ravan dimenziji prostora stanja.

Nominalno kretanje je svako neporemeceno kretanje
objekta koje zadovoljava neke postavljene uslove (zelje).
Maksimalan broj nezavisnih uslova koji se mogu postaviti
za nominalno kretanje ravan je broju nezavisnih ulaza u
objekat. Uslovi se mogu postaviti za ulaz ili za stanje
objekta, §to je detaljnije elaborirano u odeljku za zakone
vodenja.

Nominalna trajektorija je neporemecena trajektorija
koju ostvaruje objekat pri nominalnom kretanju. Za sistem

opisan sa (1) nominalna trajektorija jex’ e R*", a za
sistem opisan sa (4) nominalna trajektorija je

col(yo,jzo) e R™™ .

Nominalni ulaz je vektor spoljasnje prinude pod ¢ijim
dejstvom se ostvaruje nominalno kretanje objekta. Za
sisteme (1) i (4) nominalni ulaz je 7° € R” , ako ti sistemi
predstavljaju opis dinamike istog objekta (uo = 10) , Sto se

u daljem tekstu podrazumeva.
Pod nominalom (objekta) se podrazumevaju nominalni
ulaz i njemu odgovaraju¢a nominalna trajektorija (objekta),

tj. vektor col(ro,xo) € RP*¥" odnosno, col(ro,yo,yo) €

€ RP*?™  Sa matematicke tatke posmatrano, nominalna
trajektorija je reSenje diferencijalne jednacine (1) ili (4)
dobijeno dejstvom nominalnog ulaza.

Problem pri odredivanju nominala objekta upravljanja
je nalazenje postupka za sintezu vektora nominala

col(ro,xo) e RP*?™ . odnosno col(ro,yo,yo) e RP*m

tako da (1) odnosno (4) bude indenticno zadovoljeno ako je
unapred zadat deo vektora nominala.

Navedeni problem je samo bazna definicija problema
analitiCke sinteze jedne nominale za precizno definisanu
dinamiku i parametre objekata. U praktiénim primenama
potrebno je nac¢i adekvatno reSenje za sintezu skupa
nominala pri nepotpunim informacijama o karakteristikama
objekata (nemodelovana dinamika, nedovoljno tac¢ni
parametri modela) i tehni¢ka reSenja za off-line i on-line

dela) i tehnicka reSenja za off-line i on-line pripremu
nominala. Pri tom je od posebnog interesa nalazenje reSenja
za sintezu nominale dobijene iz sekvenca nominala sa,
tokom kretanja, promenljivim setom njenih zahtevanih
komponenti. Ako postoji realizovan objekat sa istom
dinamikom kao objekt upravljanja, nominale se ne moraju
sintetisati analiticki ve¢ merenjem, tako da se problem
generisanja nominala prevodi u problem akvizicije i obrade
signala. U daljem tekstu analizira se samo bazni problem.
Pri definisanju zadatka upravljanja objektom obicno je
poznat deo nominala koji treba da bude realizovan ili samo
projekcija dela nominala na deo konfiguracionog prostora.
Na primer, pri manipulisanju je poznata putanja, kao
konstantna linijja u prostoru koju treba da opiSe neka
reperna tacka predmeta. Za avion ili krstarecu letelicu se
relativno jednostavno definiSe profil leta, koji takode
predstavlja letnu putanju kao konstantnu linijju u
trodimenzionom prostoru. U kontaktu objekta i okoline
moze unapred da bude zadata kontaktna sila kao poznata
funkcija od, na primer, mesta ostvarivanja kontakta
preRladtita ibkdratacije  problema odredivanja nominala
objekta, pretpostavimo da je za objekat opisan sa (4)

definisana linija y = ( y, y_i-d , y,l{d ) eRr’ u

trodimenzionom prostoru koju treba da opiSe projekcija
dela vektora stanja (y;(¢),¥;(¢),»:(¢))eR’ na taj

prostor. OCigledno da zadata konstantna linija y* kao
varijabla ne figuriSe u opisu sistema (4). Pri nalaZenju
nominala obi¢no se ne zadaje neprekidna linija Y4 veé
samo pojedine tacke te linije. Odatle proistiCe problem
provlacenja linije kroz zadate tacke tako, da konstruisana
linija ne prolazi kroz prepreke. Pri reSavanju ovog zadatka
treba da se uzme u obzir, da ¢e po uvodenju vremena
krivina linije biti u direktnoj vezi sa kinematickim
velRimiatkarakp psebadred ivarganjeominala je pridruzivanje
vremena kao parametra zadatoj liniji. Ne ulaze¢i u diskusiju
kako taj korak treba uraditi, u rezultatu se dobija zahtevani
deo vektora nominalne trajektorije, Cije su koordinate
funkcije vremena:

y = (0. (1).5¢ (1) =
=col(g1(1).82(1). 83 (1)) = g(1) € K’
Smenjujuci u (3) i, j, k - te komponente vektora y i
njihove  izvode sa  zahtevanim  komponentama
y? =g(t)=col(g1,g2,¢3) nominalne trajektorije dobija

se sistem jednacina:
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a(of)-5
( IO 58158255 83>- ﬂym,ylﬂ 7g|ﬂ--7g27--ﬂg37'-ﬂy31)
_Fi(y1> 815,825+, 835- >ymaz-l I .,Tg)

Di(g1)- &+
+¢i(y10, 815,825,835+ J?milo, ,g'l,--,g'z,--,g'a,--,y'%)
= F (505008150255 830ms Voo T o T )

D;(g2) &2+
+¢; (yuo,.-,gu,.-,gz,..,gs,..,ygl,y'f),.-,g'l,-~,g'z,..,g'3,..,)>,91)
=F; (yf’,..,gl,n,gz,..,gs,..,y%,rf’,..,rg)

D (g3) &3+
+¢k (yloa"agl7"ag25"7g35"7y911’yf)"'bgl7":g.2:"7g.3:"7j/?l1)
=F (y?,~~,g1,~-,g2,-~,g3,-~,y2,,TP,--,Tg)

+ @ (ylo,u,gl,u,gzs.-,gm-.,yz,J~’10,u,gl,u,gz,-.,gmn,)}g)
= Fpy (312815000 8250 35000 Vi T 50T )

(M

gde gornji indeks ,,”’0znagava da su veli¢ine koje figuridu u
ovoj jednadini nominalne. Kako su izvodi vremenskih
funkcija takode vremenske funkcije, jednacina (7) u opStem
slucaju se svodi na:

D (J’I ) N +¢I(f y ¥ ):Fi(t,;o"’o)

D,y (y?,l)'j/'?,l+¢i71 (t:yoayo):E’fl (t,yO,TO)
S (67°,5°,7°)=0

Dy (y?+1)'j}?+1+¢i+l (L?OJO)=FM (h?o,fo)
P;- (yj])y/1+¢jl(tyy) (tyr)

S, (6,3°,3°,7%)=0 ®)
@jn (.V?Jr])'j};?ﬂ +¢j+l (t,fo,§0)=Fj+1 (to}OoTO)
Dy (y,?_, )'i/?_l + P (fa ?050)= Fr (f’ 90’70)
S (6,3°,3°,7%)=0

Dy (y,?” )'j}/?+1 + Pt (1, §0,§0)= Fr (1,50,1’0)

Dy (v ) o+ (63750 )= Fu (6,7°,7°)

gde nadvudena crta iznad vektora y” oznatava deo vektora
nominalne trajektorije za ¢ije komponente nisu postavljeni
nikakvi zahtevi.

Zavisno od vrednosti indeksa i, j i k vektor
S =col(S,5,,5;) moze,
spoljasnjih ulaza 7. Stoga jednacina (8) moze imati jednu
od slede¢e dve matematicke forme:

ali ne mora, biti funkcija

o) +o(s" ") F(F)
S (t,fo,fo,rdo) =0, S,¢ R
ako su zahtevi postavljeni za i, j, k - te komponente
nominalne trajektorije, ¢iji drugi izvodi eksplicitno zavise
od dela spoljasnjih ulaza 90 ili:
o)) +5(15".5*)~F(+
. 10
§(6y°.5°)=0, Ser (10)
ako su zahtevi postavljeni za i, j, k-te komponente
nominalne trajektorije, €iji drugi izvodi eksplicitno ne
zavise od spoljasnjih ulaza 7° (na desnoj strani i, j, k-te
jednacina kretanja (7) u izrazima za F;, F; i F; kao varijable
ne figuriSu komponente spoljasnjih ulaza 7).

Dobijena su dva sistema sa m-3 diferencijalnih jednacina
drugog reda u prisustvu tri diferencijalna ogranicenja, koji
moraju da zadovolje nezadati deo vektora nominala.
Razlika u formi jednacina (9) i (10) je samo u obliku
funkcije ogranicenja. U (9) ogranienje S7 je funkcija

nezadatog dela vektora stanja 3°,»° i dela spoljanjih
ulaza 7 korespondentnih zadatom delu vektora stanja y*. U
(10) ogranicenje S je funkcija samo nezadatog dela vektora
stanja 7°,5°.
odredjivanju nominala letelica, dok se forma jednacina (10)
pojavljuje pri odredivanju nominala kooperativnog sistema
[9,R&Eenje jednacina (9 i 10) se nalazi tako Sto se zada
desna strana jednacine pa trazi leva ili obrnuto, $to se zada
leva strana jednacine pa trazi desna. Naime, u jednacinama
9 1 10) figuriSe (2m+p)-2 3=2m-6+p nepoznatih
komponenti vektora nominala. Tim jednac¢inama definisano
je 2m-6+3=2m-3 veza, tako da je (2m-6+p)-(2m-3)=p-3
veli¢ine nezavisno. To znaci da reSenje sistema (9 i 10)
sadrzi p-3 komponente vektora nominala koje teorijski
mogu imati proizvoljnu vrednost. U inZenjerskim
primenama takva proizvoljnost se ne moze dozvoliti, ve¢ je
prema osobenostima dinamickog ponasanja objekata
upravljanja 1 potrebama konkretnih zadatka potrebno
definisati dodatnih p-3 uslova. Dopunski uslovi se mogu
postaviti za stanja pa se zadatak svodi na odredivanje
nominalnih ulaza. Dopunski uslovi se mogu postaviti za
spoljasnje ulaze, pa se zadatak svodi na nalaZenje
nezadatog dela nominalne trajektorije [9,10].

Izuzetno je bitno shvatiti da se unoSenjem u jednacine za
opis dinamike objekta zahtevane vrednosti komponenti
nominala, dobija u rezultatu sistem jednacina oblika (9 ili
10). To znaci da je karakter komponenti vektora nominala
koji se ne zahtevaju odreden dinamikom objekta, odnosno
karakterom reSenja sistema jednacina (9 ili 10) i izabranih
dopunskih uslova. Od oblika tih jednacina zavisi kakav ¢e
karakter imati nezahtevane komponente nominala. Uticaj na
karakter nezahtevanih komponenti nominala moze se
ostvariti promenom dopunskih uslova ili promenom seta
zahtevanih komponenti nominala. Ako i1 pored toga,
nominala ne moze da zadovolji potrebe zadatka, mora se
sintetisati nov objekat upravljanja (npr. objekat kod koga su
zatvorene stabilizacione sprege).

Napominje se da je problem sintetisanja nominala
pokazan na primeru koji se najceS¢e javlja u praksi, tj. u
slucaju da su poznate tri komponente nominalne trajektorije
objekta upravljanja. Ista matematicka forma problema
sinteze nominala se javlja i za bilo koji drugi broj poznatih
komponenti nominala manji od broja spoljasnjih ulaza.

Forma jednacina (9) se pojavljuje pri
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nenti nominala manji od broja spolja$njih ulaza.

Rezultat okoncanog zadatka sinteze nominala su
postupci za odredivanje skupa nominala objekta upravljanja
datih u formi skupa vremenski promenljivih vektora ulaza
7’ (¢t)eR”i stanja x°(¢)e R*™ ili y° eR™,5° eR" i
koji identi¢no zadovoljavaju diferancijalne jednacine (1 ili
4). Dobijene nominale su ulazne varijable za zakone
upravljanja (sl.1). Problem nalazenja nominala prisutan je i
reSavan na razli¢ite nac¢ine u robotici [11] i
vazduhoplovstvu [12]. Prema izlozenoj proceduri reSenje
sinteze nominala u kooperativnoj manipulaciji dato je u
[9,10].

Zakoni upravljanja - vodenja

Zadatak upravljanja objektom, koji treba da opiSe
izabranu nominalu, je zadatak vodenja objekta po toj
noladdibi model objekta upravljanja, na osnovu koga su
sintetisane nominale, bio apsolutno tacan i kada bi se
njegovo kretanje odvijalo bez poremecaja, bilo bi dovoljno
u realan objekat upravljanja uvesti ta¢no izracunat
nominalni ulaz i dobiti njegovo Zeljeno kretanje. Medutim,
matematicki model nikad ne opisuje apsolutno verno
dinamiku realnog objekta, niti se kretanje objekta moze
odvijati bez poremecaja. Iz tog razloga je nuzno uvesti i
odstupanja realnog ulaza u objekat od njegove nominalne
vrednosti, koja ¢e obezbediti povratak objekta na
nominalnu trajektoriju kad god se odstupanja od nje pojave.
U tu svrhu potrebno je sintetisati skup relacija, tzv. zakone
upravljanja, koje povezuju nominalu i stvarnu trajektoriju
objekta sa ulazom u objekat (sl.1). Radi naglasavanja
razlike izmedu =zakona upravljanja regulacionih kola,
zakoni upravljanja formirani na bazi nominalne i stvarne
trajektorije zovu se zakoni vodenja (na engleskom
guiNtatematatikingobdamskoovsledinsse) )definiSe na sledeci
nacin. Pretpostavlja se da je poznat vektor nominala, tj.

vektor nominalnih ulaza 7°e R? i vektor nominalnih

stanja »°, € R™ i njihovi izvodi. Uvode se vektori
odstupanja ulaza Ar istanja Ay, Ay.

Ar=1"—-7€eR?
Ay=y"—yeR" (11)
Ay=3"—yeR"

Zadatak je: iz vektora nominala col (10, »°, jzo) izabrati

odreden brojn, komponenti kao zeljene velCine, uporediti

ih sa ostvarenim veli¢inama - izlazima objekta upravljanja,
tj. formirati njihov vektor odstupanja

& C col (A1, Ay, Ay), e € R">*™*7  Velitine za koje se

eksplicitno odreduju odstupanja od nominala su direktno
pracene veli¢ine. Na osnovu poznavanja vektora odstupanja
direktno pracenih veli¢ina, vektora nominala i vektora
ostvarenih stanja treba generisati funkcije spoljasnjih ulaza

T u objekat, Ciji su argumenti nominala col (ro,xo) i

stvarna  trajektorija x izvodi,

0

objekta i njihovi

r:r(x,ro,x ,x,r"),xo,...). Cilj je da objekat pobuden
sintetisanim ulazom 7, asimptotski stabilno prati
nominalnu trajektoriju (svih 2m veli¢ina, a ne samo n,
direktno pracenih veli¢ina), §to se matematicki izrazava
zahtevom da, sa porastom vremena ¢ — oo sva odstupanja

od nominale opadaju ka nuli, A*—0,*=7,y,y ili

Ucol (Ar,Ap,Ap)0— 0.

NalaZenje resenja za postupak sinteze zakona vodenja za
mehanicki objekat opisan jednainama (1 ili 4),
podrazumeva nalaZenje reSenja za:

— upravljivost i opservabilnost objekta upravljanja,
— stabilinost pracenja i sistema za vodenje i

obezbedenje Zzeljenih kvaliteta pracenja i dinamickog

ponasanja sistema vodenja

Osnovni problem pri trazenju reSenja je nelinearnost.
Nelinearnost se pojavljuje dvojako: kao prirodna
karakteristika objekta i kao nelinearnost sistema jednacina
(1 ili 4) koja je posledica izbora koordinata pomocu kojih
se sistem opisuje.

Pokazano je da, za linearne stacionarne vremenski
neprekidne dinamicke sisteme, pozitivno reSenje problema
upravljivosti garantuje postojanje upravljanja u zatvorenom
sistemu, koji ¢e garantovati stabilnost celom sistemu
upravljanja [11]. Intuitivno primenjujuéi istu logiku i na
nelinearne sisteme sledi da reSenje upravljivosti ima
presudni znacaj i za postojanje reSenja za bilo koji zadatak
teorije upravljanja, pa i za zadatke vodenja. Problem je §to
rezultate teorije linearnih sistema u istom obliku nije
moguce koristiti za zaklju¢ivanje o nelinearnim sistemima.

Prema pretpostavei, domen ulaza i stanja objekta su
podskupovi p- i 2m-dimenzionog prostora, respektivno.
Objekat upravljanja (fizicki sistem) u cijem opisu
upravljanje figuriSe kao nezavisno promenljiva veliCina je
otvoren sistem. To zna¢i da postoji neki drugi izvorni
sistem iz koga se energija, materija i/ili informacija unose u
njega. Deo prostora izlaza izvornog sistema je prostor ulaza
za objekat upravljanja. Objekat ,,vidi” izvorni sistem samo
preko njegove projekcije na prostor ulaza, tako da se na
prostorima ulaza i stanja ima slika izolovanog mehanickog
sistema. Deo tog prostora ili ceo taj prostor moze se nazvati
prirodan prostor izlaza i jednak je proizvodu prostora ulaza
i prostora stanja. Nominala objekta upravljanja cela lezi u
prirodnom prostoru izlaza objekta. Dimenzija prostora nad
kojim se celokupan mehanicki sistem vidi je stoga 2m+p.
Ujedno je to i maksimalna dimenzija prirodnog prostora
izlaza za posmatrani objekat. Svi ostali prostori izlaza
predstavljaju transformaciju ili preslikavanje prirodnog
prostora izlaza. Dimenzija prostora izlaza moze biti manja,
jednaka ili ve¢a od dimenzije prirodnog prostora izlaza.

U [9,12] je pokazano da uslovi i kriterijumi upravljivosti
i opservabilnosti definiSu osobine preslikavanja izmedu
domena ulaza, stanja i izlaza dinamickog sistema, tj.
objekta upravljanja. Pokazano je da je uslov izlazne
upravljivosti uslov za postojanje obostrano jednoznacnog
preslikavanja izmedu domena ulaza i domena upravljanih
izlaza (podprostor prirodnog domena izlaza) objekta
upravljanja. Preslikavanje izmedu domena odredeno je
reSenjem sistema i funkcijom izlaza, bez obzira da li je on
linearan ili ne. Sledi da je uslov za obostrano jednozna¢no
preslikavanje izmedu domena ulaza i izlaza primenljiv i za
linearne i za nelinearne objekte upravljanja. Potreban uslov
za obostrano jednoznacno preslikavanje [13] je da su
dimenzije domena ulaza i izlaza iste. To znaéi da broj
upravljanih izlaza treba da je ravan broju upravljackih ulaza
i tatno jednom ulazu treba da odgovara tacno jedan
upravljan izlaz koji je funkcija tog ulaza i stanja sistema
profavddekogod pistéemyeulazacirodnog prostora, izlazi mogu
biti proizvoljno birani, tj. te veli¢ine mogu biti bilo
komponente nominalne trajektorije, bilo komponente
nominalnog ulaza bilo njihova kombinacija. Konzistentan
izbor veliCina za pracenje podrazumeva izbor uzajamno
nezavisnih veli¢ina. Ako se za direktno pracenje izaberu
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Cina. Ako se za direktno pracenje izaberu komponente
nominalne trajektorije, onda ¢e se one uporedivati sa
izlazom sistema koji je algebarska funkcija vektora stanja

(CTcol(y,y),CeR”L'xzm). Ako se za direktno pracenje

izaberu komponente nominalnog ulaza (kao S$to su
kontaktne sile robota i okoline) onda ¢e se one uporedivati
sa izlazom sistema koji je diferencijalna funkcija vektora
stanja  (funkcija izlaza je diferencijalna jednacina

T= T(y,)",)") )
U slucaju mehani¢kog objekta prirodni prostor izlaza je
odreden vektorom col(z,y,5), tj. ulazom i stanjem

objekta. Iz uslova izlazne upravljivosti sledi, da se od 2m+p
izlaza samo n, = p izlaza moze direktno pratiti, odnosno
onoliki broj izlaza koliki je broj spoljasnjih ulaza u objekat.
Specificnost mehanickog sistema je Sto se dejstvom
spoljasnjeg ulaza menja njegova inercijalna sila, odnosno
drugi izvod linearnog ili ugaonog pomeranja. Time su dve
veli¢ine stanja odredene kao jednostruki i dvostruki
integrali ubrzanja i zajedno sa njim formiraju jednu
diferancijalnu vezu — jednacinu kretanja (tj. jednacinu
dinamicke ravnoteze sila ili momenata). To znaci da se
dejstvom jednog ulaza proizvode dva izlaza objekta, od
kojih se samo jednim moZze nezavisno upravljati, tj. ili
pomeranjem ili njegovim izvodom. Od 2m stanja, za
pracenje se nezavisno moze izabrati m stanja kao izlaza,
odnosno onoliki broj izlaza koliki je broj nezavisnih
jedBadinaptetdjuekih).ulaza p (spoljasnjih prinuda u (3))
moze da bude manji p<m, jednak p=m ili veéi p>m od
broja jednacina kretanja m.

Ako je p=m sa m komponenti vektora stanja se upravlja,
a ostalih m je jednoznaéno odredeno dinamikom objekta.

Ako je broj spoljasnjih ulaza veci od broja jednacina
kretanja p>m, onda izmedu njih postoji funkcionalna
zavisnost. Samo rezultanta spoljasnjih ulaza (sila ili
momenata), maksimalne dimenzije p=m moze biti
upravljacki ulaz. Stoga ,,viSak” p-m>0 ulaza samo prividno
proizvode neodredenost pri upravljanju. ,,Visak” od p-m>0
ulaza je najjednostavije odrzavati konstantnim, dok se m
ulaza koristi za upravljanje, sli¢no trimerima na avionu.
Izbor p ulaza za upravljanje sa m izlaza i rukovanje sa
,,viskom” od p-m ulaza definiSe se na viSem hijerarhijskom
nitdwpugeaw fjanjajcesce broj upravljackih ulaza manji od
broja jednacina kretanja p<m, pa ¢e se jedino taj slucaj
dalje obradivati. Taj slucaj se javlja pri automatskom letu
aviona i raketa, pri kooperativnom radu robota i pri
kontaktu jednog robota sa okolinom.

Neka je izabrano n, = p komponenti vektora nominalne
trajektorije koji se direktno prate i neka je od njih formiran

vektor Zeljenih ulaza za zatvorenu petlju #'°” € R” . Neka

je vektor ostvarenih direktno pracenih x°” e R” . Vektor
odstupanja & direktno pracenih stanja odreden je sa

e=u? —x"? ¢ RP . Zakonima vodenja formiraju se

funkcije spoljasnjih ulaza = € R” u objekat. Kako njih ima
tacno p, to se zakonima vodenja formira tacno p relacija. Te
relacije se biraju iz uslova da p izabranih veli¢ina bude
praceno, odnosno da, sa porastom vremena ¢—> oo, sva
odstupanja praéenih veli¢ina od nominale teze ka nuli,
e —>0ilile> 0.

Uslov konvergencije odstupanja & ka nultoj vrednosti

ostvaruje se ako vektor & zadovoljava diferencijalnu
jednacinu ¢ije reSenje tezi ka nuli:

Q(fé,k?,...,g',gj _ P(4r, 48...)(=0) (12)

ili ako minimizira neki kriterijum [14]:

1(e) :J'OTL(s)dHL'(s) (13)

kad odstupanje tezi nuli.
Zakonima vodenja 7 treba obezbediti da (3 ili4)1 (12 ili
13) budu istovremeno ispunjeni:

®(y)y+¢(v.y)=F(n1)

k k-1
Q| ¢ ¢,....6¢|=P(4r,47,..)(=0)

ili 19

®(y)i+4(»y)=F(»7)
I1(¢)= jo L(e)t+£()

Veliki broj autora se bavi problemima sinteze zakona
vodenja objekta po trajektoriji. Mnogo metoda je probano,
a najperspektivnije su metode linearizacije, pseudo-
linearizacije (input-output, feedforward and feedback
linearization) [15-20] i razli¢ite metode izracunavanja ulaza
[21,22,9].

Najcesce se (1) ili (4) linearizuje oko niza tacaka, koje se
tako biraju da po izabranom kriterijumu najbolje prekrivaju
dopusteni deo domena prostora stanja (tzv. anvelopu
upotrebe). Dalje se generiSe sistem jednacina u kojima kao
nezavisno promenljive figuriSu odstupanja od nominalne
trajektorije u okolini tacke linearizacije. Za svaku izabranu
tatku prostora stanja dobija se jedan sistem linearnih
obi¢nih  diferencijalnih  jednacina, oblika (5), sa
odstupanjima od nominale kao argumentima. Za sintezu
zakona vodenja se Kkoristi teorija linearnih sistema. Za
svaku tacku prostora stanja oko koje je vrSena linearizacija
mogu se dobiti razliciti zakoni vodenja. Zakoni vodenja na
celom prostoru stanja se dobijaju provlacenjem glatkih
krivih kojima pripadaju izraCunati zakoni vodenja u
pojedinim tackama prostora stanja.

Specijalan slucaj su zakoni vodenja objekta po prostim
stacionarnim nominalnim trajektorijama [23]. U tom
slu¢aju zakoni vodenja defini$u niz regulacionih kola koja
istovremeno funkcioni$u. Na avionima takvu funkciju vrse
autopiloti sintetisani za Cistu ili prethodno stabilisanu
letelicu. Na primer, sve vreme ostvarivanja horizontalnog
ustaljenog leta letelice, zahtevane nominalne veliCine
(Zeljene veli¢ine regulacionih kola) su: nulti nagib i
klizanje, kao i konstantna brzina, ugao propinjanja i kurs.
Na raketama za regulaciju se koriste glave za
samonavodenje. Na primer, za navodenje na zemaljski cilj
zahtevane nominalne veliine su konstantne (nulte)
vrednosti uglova ose letelice u odnosu na osu senzora kojim
je cilj zahvaéen. Koris¢enjem niza regulacionih kola u
automatskom letu moguée je ostvariti samo one proste
trajektorije, Cija realizacija ne izaziva nestabilno ponaSanje
neregulisanih veli¢ina. Za prelaz sa jedne na drugu prostu
trajektoriju i otklanjanje prekomernih spoljnjih poremecaja
nuzan je operator ili ugradnja uredaja koji ¢e zameniti
funkcije pilota - operatora (sl.2).
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Slika 2. Globalna struktura sistema vodenja po prostim trajektorijama

Metode pseudolinearizacije baziraju se na traZenju
transformacije koordinata, kojom se nelinearni sistem
prevodi u linearni. Po zavr§enoj sintezi zakona vodenja za
dobijeni linearni sistem inverznom transformacijom, sistem
se prevodi u originalan sistem koordinata. Analiticki
problem je na¢i transformaciju, jer se zadatak svodi na
reSavanje sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Metode izraCunavanja ulaza omogucavaju egzaktno
odredivanje zakona vodenja objekta bez bilo kakvih
upro$¢avanja jednaina (4) (sl.3). SuStina metode
izraCunavanja ulaza je §to se unapred zadaju razliciti uslovi
koje sistem u zatvorenoj petlji treba da zadovoljava.

(), xo(t): Ax(ta Zakoni (1) | Cist mehanicki | x(t)
vodjenja > objek >

Davaci
- Estimacija stanja
(stvarne trajektorije)

Korekcija

Slika 3. Globalna struktura sistema vodenja sa zakonima vodenja
izraGunatim za Cist objekat

Xmereno

A

Na primer, moze se traziti minimiziranje vrednosti
unapred izabranog funkcionala (13), ili zadovoljenje
unapred zadate diferencijalne jednacine oblika (12), ¢ije
reSenje treba da se poklapa sa stvarnim odstupanjem
ostvarenih veli¢éina od njihovih nominalnih vrednosti.
Stabilnost i kvalitet pracenja je odreden osobinama
konvergencije resenja (12 i 13). Stoga se osobine stabilnosti
i kvaliteta pracenja unapred zadaju izborom pogodnog
obReldtrih®). slucaj zahteva za zadovoljenje unapred
zadate diferencijalne jednacine po odstupanjima. Ako je
(12) homogena diferencijalna jednacina, onda odstupanja
predstavljaju njen odgovor na neka pocetna odstupanja.
Izmedu karaktera promene odstupanja od nominala,
odnosno izmedu osobina konvergencije ka nultoj vrednosti
reSenja i oblika diferencijalne jednaine (12) postoji
korespondencija. Po analogiji sa linearnim regulacijskim
kolima, od sistema vodenja u zatvorenoj sprezi se moze
zahtevati da odstupanja od nominala zadovoljavaju
diferencijalne jednacine sa tacno odredenim svojstvima u
pogledu stabilnosti i pokazatelja kvaliteta ponasSanja
njihovog reSenja. ReSavanjem (12) po najviSem izvodu
dobijaju se funkcionalne =zavisnosti najviSeg izvoda
odstupanja od nizih izvoda odstupanja kao nezavisno
prdSmeedpmh. izraCunatih  najviSih izvoda odstupanja u
diferencijalne jednacine (11) raunaju se vrednosti najvisih

izvoda (izabrane komponente vektora Ay®) (7) ili

A7®) (1) upravljanih veli¢ina koje treba da ima upravljan

upravljanih veli¢ina koje treba da ima upravljan objekat da
bi odstupanje stvarne od nominalne trajektorije zadovoljilo
trazene diferencijalne jednacine. Iz zahteva ostvarenja tih
izvoda, posle smene izracunatih izvoda u (4), izraCunavaju
seulaziz .

Primena metode izraCunavanja ulaza je jednostavna za
sisteme kod kojih je broj ulaza ravan broju jednacina
kretanja (p=m). U jednaCinama kretanja najvisi izvod je
drugi (ubrzanje), pa je stoga najjednostavnije izabrati da
odstupanja zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu drugog
reda. Primera radi, posmatrajmo neki objekat koji se moze
opisati jednom jedna¢inom drugog reda:

M(y)j+m(y.y)=J(y)r, yeR' (15)

Neka je
nominala y° e R', e R', 3 e R", 2" € R', koju objekat

poznata

treba da opise. Trazi se da objekat (15) asimptotski stabilno
prati poznatu nominalu. To ¢e se ostvariti ako odstupanja
od nominalne trajektorije zadovoljavaju diferencijalnu
jednacinu:

AP +20wAy+0* Ay =0 (16)

Podesavanjem koeficijenta prigusenja ¢ i ucestanosti

® podeSavaju se osobine stabilnosti i kvaliteta pracenja
nominalne trajektorije, odnosno podeSavaju se osobine
sistema u zatvorenoj petlji za koga je Zeljeni ulaz nulta
vrednost odstupanja (sl.4). Iz (16) se odreduje drugi izvod
odstupanja:

Ay = 2lwAy —a* Ay (17)

akako je Ay =3"-35,47=3"-3 i Ay=y"—y to drugi
izvod, koji treba da ima stvarni objekat, iznosi:

§=3" A= +200 (3" )+’ (' -y)  (18)

o |
—
Slika 4. Globalna struktura sistema u zatvorenoj petlji

Smenom potrebnog drugog izvoda y u jednacinu

kretanja (15) racuna se ulaz koji treba uvoditi u objekat da
bi se taj izvod realizovao:

r=J7 ()

.{M(y)[j}o +2;’a)(j/0 —y)+a)2 (yo —y)]-i—m(y,y)} (19)

Izracunati ulaz (19) predstavlja zakon vodenja koji treba
uvoditi u stvarni objekat upravljanja da bi se ostvarilo
asimptotski stabilno pracenje nominalne trajektorije.
Ocigledno je da ¢e po uvodenju izracunatog zakona
vodenja u model objekta (15) postavljeni zahtev (16) za
ponasanje odstupanja biti identi¢no zadovoljen.

Racunanje zakona upravljanja se usloznjava za slucaj
razli¢itog broja ulaza od broja jednacina kretanja.
Matematic¢ki posmatrano, problem se svodi na reSavanje
sistema diferencijalnih ~ jednafina u  prisustvu
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ferencijalnih  jednac¢ina u prisustvu diferencijalnog
F(pt)=J"(y)r i

P(Ar,47,..)=0 opste reSenje zadatka (14) za unapred

ogranicenja. Za slucaj

zadatu diferencijalnu jednacinu po odstupanjima dato je u
[9] za dva slucaja: za pracenje p komponenti nominalne
trajektorije i za pracenje p komponenti kombinovanih od
komponenti nominalne trajektorije 1  komponenti
nominalnog ulaza.

Bez obzira koja se metoda koristi, sintetisanim zakonima

0

vodenja rzr(x,ro,x ,x,to,x",...) (taéno p relacija)

diraktno je pradeno samo p komponenti nominalne
trajektorije, a 2m-p komponenti je odredeno dinamikom
objekta. Naime, zakonima vodenja se u najboljem slucaju
moze obezbediti idealno pracenje direktno pracenih
komponenti nominalne trajektorije. To znaci da ée se po
uvodenju zakona vodenja u objekat upravljanja ostvarivati
bas nominalne komponente direktno pracenih stanja.
Primera radi, neka su prvih p komponenti vektora y idealno
praéeni, tj y; =y? i i=1,..,p. U tom sludaju su i svi visi

izvodi jednaki: y; = j}? Vi = j}lo i=1,.., p . Smenom idealno
pracenih veli¢ina i zakona vodenja u model objekta
upravljanja (3), dobija se:

@ ()’10))/10 +

+¢1 (y]()9'~5y25yp+19-'5ym5).}]()9'~5y25yp+19-'5ym):
:Fi (ylor'aygaprrla'-aymaTl)"32-[))

@, (yg)j}g +

4y (oo stV I 30 Tt ) = 20
=F, (y?,..,yg,ypﬂ,..,ym,rl,..,rp)

Dy, (yp +1)j/'p+1 +

it (375005 petsos Vs I 5o 9 Pt im ) =
=Fp (ylo,..,yg,ypﬂ,..,ym,rl,..,rp)

@, (ym )ym +

i (33 s Vst Vs s 3 it ) = 20

0 0
:Fm (yl 5"5yp5yp+15~-5yma7'-15"9rp)

Slicno kao pri odredivanju nominalnih trajektorija,
sistem (20) se svodi na formu:

O(y)y+4(t.5.¥)=F(7) an
S(t,y.5.7)=0

gde nadvucena crta oznacava veli¢ine koje se direktno ne
prate. Karakter direktno nepracenih veli¢ina odreden je

krakterom resenja (21) i posebno se mora dokazivati u kom
sluaju to reSenje konvergira nominalnim vrednostima
7.y
trajektorije. Za jednu klasu objekata upravljanja i razlicite
izbore zakona vodenja dokazi su dati u [9,12].

Dinamicko ponasanje objekta i pri idealnom pracenju ne
mora biti stabilno iz dva razloga. Prvi razlog je zahtev da se
prate nominalne trajektorije nestabilnog kretanja. Drugi
razlog je posledica izbora komponenti vektora nominala
koje se prate.

direktno nepra¢enih komponenti nominalne

se prate.

Postoji viSe nacina obezbedenja stabilnog ponaSanja svih
komponenti vektora izlaza.

- Moze da se prvo izvrs$i stabilizacija objekta upravljanja,
pa za stabilisan sistem, kao novi objekat upravljanja,
trazi nove nominale i nove zakone upravljanja (sl.5)

- Od svih dopustenih nominala formira se skup samo onih
nominala ili sekvenca nominala, ¢ije sve komponente
imaju zadovoljavajuci karakter.

— Izvi$i se promena komponenti vektora izlaza koje se
direktno prate. Posledica ¢e biti promenjeni zakoni
vodenja i novi oblik sistema (21).

Stabilisan objekt upravljanja i

o 0, . - e - r - i
(1), x (1) : Ax(t Zakoni (1) fzvrdni | (t) | Cist mehani¢ki x(1)
vodjenja [T '( ) > organ > objekt

Petlje za
stabilizaciju

Xmereno{t) Davaéi
- Estimacija stanja (stvamne trajektorijc)

Slika 5. Globalna struktura sistema vodenja sa stabilisan objekat

Algoritmi (logika) za izbor nominala, za generisanje
nominala iz sekvenci, za promenu zakona vodenja i za
ponasanje objekta u ekstremnim uslovima, zovu se sistem
vodenja.

Zakoni vodenja se mogu shvatiti kao unutrasnja petlja
sistema vodenja po p fiksnih komponenti vektora izlaza.
Spoljasnje petlje vodenja su algoritmi sistema vodenja i
predstavljaju visi hijerarhijski nivo upravljanja u odnosu na
zakone vodenja.

Razlika izmedu zakona upravljanja za regulaciona kola i
zakona vodenja je prvenstveno u karakteru ulaza u zakon i
u sloZenosti zakona. Ulaz u zakon upravljanja regulacionih
kola je Zeljena (obi¢no konstantna) i ostvarena vrednost
regulisane veli¢ine. Zakon upravljanja u regulacionom kolu
se formira samo na bazi odstupanja stvarne od Zeljene
veli¢ine, pri cemu objekat upravljanja moze biti bez ili sa
zatvorenim  unutraSnjim  stabilizacionim  petljama.
Ravnotezno stanje regulacionog kola je tacka ili okolina
tacke u prostoru stanja. Ulaz u zakone vodenja je nominala
(vremenski promenljiv vektor) i trajektorija (stanje) objekta
upravljanja. Zakon vodenja se formira na bazi kompletnog
vektora odstupanja praéenih veli¢ina od njihovih
nominalnih vrednosti, za §to su neophodne informacije o
kompletnom  vektoru  stanja  objekta  upravljanja.
Ravnotezno stanje sistema vodenja je linija ili okolina linije
u prostoru stanja (nominalna trajektorija). Zakonima
upravljanja u regulacionim kolima se obezbeduje da stanja
objekta upravljanja imaju zahtevane vrednosti, bez
eksplicitnog zahteva u kom trenutku ¢e se zahtev ostvariti.
Zakonima vodenja se obezbeduje da stanja objekta
upravljanja imaju zahtevane vrednosti, i to, u tacno
odredenom trenutku (praéenje u prostoru i vremenu).

Sinteza zakona vodenja po trajektoriji je osnovni zadatak
u robotici, kojim se bavi izuzetno mnogo autora (spisak
literature dat je u [9]). Za potrebe vazduhoplovstva i
raketne tehnike, u veéini slucajeva, zakoni vodenja se
upro$¢avaju i svode na zakone autopilota i zakone
nadarfat okoncanog zadatka su zakoni vodenja objekta
upravljanja dati u formi skupa relacija vektora ulaza u
funkciji nominala i stvarne trajektorije. Dobijeni zakoni
vodenja su polaziste za realizaciju sistema vodenja.
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nja su polaziSte za realizaciju sistema vodenja.

Zakljucak

Pokazano je da se reSavanje zadataka vodenja
mehanickih sistema po nominalama ostvaruje u tri
uzastopna koraka: nalazenju odgovarajuceg matematickog
modela posmatranog mehanickog sistema, odredivanju
nominala koje treba ostvariti i sintezi zakona vodenja po
tim nominalama. Pokazano je da je osnovni i najvazniji
zadatak nalazenje adekvatnog matematickog modela
mehanickog sistema kao objekta upravljanja. Zahtevana
tacnost ostvarivanja poslednja dva koraka odreduju tacnost,
koju u opisivanju statike i dinamike objekta upravljanja
mora da zadovolji njegov matemati¢ki model. Za izabrane
objekte upravljanja su date matematicke forme i osobine
modela koji se mogu dobiti, sa posebnim naglaskom na
objekte kod kojih je broj spoljasnjih ulaza razli¢it od broja
stepeni slobode kretanja, tj. od broja jednacina kretanja.
Postupak i matematicke forme koje se javljaju pri sintezi
nominala i sintezi zakona vodenja analizirani su samo za
slu¢aj manjeg broja ulaza od broja jednaina kretanja.
Problem sintetisanja nominala definisan je kao problem
nalazenja postupka za odredivanje ulaza i stanja objekta
upravljanja, tako da jednacine kretanja koje opisuju objekat
budu identicki zadovoljene za unapred zadati deo vektora
nominala. Zadatak sinteze zakona vodenja je definisan kao
postupak za odredivanje onih ulaza u objekat koji
obezbeduju njegov povratak na nominalu kad god se
odstupanje od nje pojavi. Data je analiza postupaka sinteze
zakona vodenja po nominalama sa posebnim osvrtom na
zadovoljenje zahteva koji se odnose na upravljivost i
opservabilnost objekta, stabilnost pracenja i obezbedenje
zeljenih kvaliteta pracenja. Ukazuje se da upravljanje mora
biti hijerarhijsko ako je broj spoljasnjih ulaza u objekat
razli¢it od broja jednacina kretanja. Pokazano je da i pri
idealnom pracéenju dela vektora stanja ili ulaza, dinamicko
ponasanje celokupnog sistema vodenja ne mora biti
stabilno. Posebno je naglaSena razlika izmedu zakona
vodenja po nominalama i zakona upravljanja regulacionih
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