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O jednom postupku za utvrdivanje pripadnosti tacke poligonalnoj
oblasti

Dr Zoran Dragkovi¢, dipl.meh."

PredloZen je joS jedan postupak za utvrdivanje pripadnosti tacke zatvorenoj poligonalnoj oblasti. Njegovo kratko
vreme rada pokazano je na primeru hipoteti¢kog poligona sa hiljadu temena.

Kljucne reci: Poligon, prost poligon, pripadnost tacke poligonu.

Uvod
l | okviru rada na programskom paketu MOBA (koji
obezbeduje  kreiranje i pretrazivanje skupova

motorskih podataka na eksternim memorijskim jedinicama,
v. [1]), ukazala se potreba da se u taj paket implementira
postupak logicke kontrole ulaznih podataka u odnosu na
tzv. anvelopu aviona i/ili motora. Buduéi da se anvelopa
aviona ili motora moze opisati nizom uzastopno povezanih
duzi u ravni, taj problem kontrole se, u sustini, sveo na
utvrdivanje lezanja neke tacke u unutrasnjoj oblasti ili na
samoj konturi poligona obrazovanog od tih duzi
(segmenata). Tom prilikom su razmotrena dva, iz literature
poznata, algoritma za utvrdivanje te pripadnosti tacke
poligonalnoj oblasti, ali je predlozen i jedan, ¢ini se nov,
postupak i upravo o njemu ¢e ovde biti najvise reci.

Definicija poligona

Pod poligonom (ili zatvorenom poligonalnom linijom)
podrazumeva se unija duzi 4,4,, A»As, ... , Aidix1, .., An1An,
4,4, cije krajnje tacke (temena poligona) leZe u istoj ravni.
Pretpostavlja se da ni jedan par duzi (stranica poligona), ne
racunaju¢i krajnje tacke* (temena), nema zajednickih
tataka — tada se kaze da je poligon prost (ili bez
samopresecanja); u protivnom, poligon je sloZen i ima bar
jedan samopresek.

Prosti poligoni se mogu podeliti na konveksne i
nekonveksne: kaze se da je poligon konveksan (ispupcen)
ako su svi njegovi unutrasnji uglovi udubljeni — ako to nije
slucaj, poligon je nekonveksan. U daljem izlaganju bice
re¢i o prostim, u opstem slucaju nekonveksnim,
poligonima.

Utvrdivanje pripadnosti tacke poligonalnoj oblasti

Kao kriterijum pripadnosti neke tactke zadatoj
poligonalnoj oblasti u literaturi se najcesée sreée onaj
naveden na str. 108 u [2] — to je neparnost™* broja preseka
poluprave iz te tacke i poligona. Medutim, Cinjenica da se
radi o pripadnosti samo unutrasnjoj oblasti poligona (jer se
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posebno utvrduje pripadnost zadate tacke poligonalnoj
konturi!), kao i Cinjenica da bi trebalo ispitati odnos svik
stranica poligona i uocene poluprave (Sto izgleda relativno
zametan posao u slucaju velikog broja temena), naveli su na
pomisao da bi bilo uputnije da se uoci neko drugo svojstvo
(umesto neparnosti pomenutog broja preseka) koje bi
utvrdivalo postojanje pripadnosti zadate tacke zatvorenoj
poligonalnoj oblasti (tj. i unutra$njoj oblasti poligona i
njegovoj konturi), a pri tom bilo nezavisno u odnosu na sve
moguce situacije.

Treba priznati da su, zbog jakog utiska koji na Citaoca
ostavlja u [4] (str. 166) izneti stav da svaki algoritam treba
zasnivati na nekom svojstvu invarijantnosti u prou¢avanom
procesu, prethodna razmisljanja bila motivisana zapravo
pokuSajem da se formuliSe invarijantan Kkriterijum
pripadnosti poligonalnoj oblasti.

U takvim nastojanjima naiSlo se, u publikaciji [5] (str.
68-69 i 184-188), na jos jednu ideju za reSavanje problema
pripadnosti neke tacke unutraS$njoj oblasti ili konturi
prostog poligona***: neka tacka se nalazi u poligonu ili
izvan poligona, zavisno od toga da li je zbir svih uglova pod
kojima se iz te tacke vide pojedinacne stranice poligona
jednak 2milije O .

Medutim, originalnost iznete ideje i jednostavnost samog
postupka za utvrdivanje pripadnosti date tacke zadatoj
poligonalnoj oblasti nisu bili razlog da ne budemo oprezni.
Naime, naiSavsi i na odgovarajuci program u kojem figurise
sistemska funkcija ATAN2 (algoritam je, u publikaciji [5] iz
koje je uzet, bio propracen i programskim kodom!), setili
smo se da je pre viSe godina, u toku rada na paketu
programa MORINO (v. [6]), bilo izvesnih poteskoc¢a pri
koriséenju te funkcije****. Da bismo otklonili nedoumicu
oko mogucénosti primene funkcije ATAN2, smatrali smo da

*  Koje se, po pretpostavci, sve medusobno razlikuju!

** Sto se koristi, na primer, za potrebe razreSavanja zadatka sencenja
poligonalnih povrsina (v. [3], str.83-85).

**% Okolnost da ta ideja poti¢e od saradnika (Zan-Kloda Ribea) Nacio-
nalnog centra za naucna istrazivanja (CNRS), vrlo ugledne francuske
ustanove, bila je razlog vise da se i taj postupak uzme u obzir.

****Sustina je bila u tome da je takva funkcija veSeznacna, a ako se
posmatra samo jedna njena grana, ta funkcija ima prekid — taj
problem je prezaviden razvijanjem i implementiranjem u paket
MORINO posebnog funkcijskog potprograma FATAN (v. [6]).
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bi bilo uputno zadrzati se na nekim narocitim sluc¢ajevima,
a to su zapravo situacije kada je zadata tacka na samoj
poligonalnoj konturi. I zaista, bojazni su se obistinile, jer
kad smo uzeli dve tacke koje leze na medusobno
paralelnim, ali (s obzirom na nacin "obilaska" konture)
suprotno orijentisanim segmentima poligonalne konture,
odgovaraju¢i program dao je odgovor da jedna tacka
pripada poligonalnoj oblasti, a druga da ne pripada!

Takav rezultat bio je razlog da se (budu¢i da je odluceno
da se u programskom paketu MOBA usvoji prethodni
postupak, i to pre svega zbog izuzetne kratkoe programa
koji mu odgovara*, ali i okolnosti da u problemima na koje
¢e se primenjivati taj algoritam nece biti vise od nekoliko
desetina tacaka anvelope, tj. temena odnosne poligonalne
oblasti**), modifikuje odgovaraju¢i program kako bi se
otklonila moguénost da iz razmatranja bude isklju¢ena neka
tacka poligonalne konture prilikom logicke kontrole
podataka u odnosu na anvelopu. Medutim, ovde se ne¢emo
baviti tim utanaCenjima, nego ¢e Citaocevoj paznji biti
preporucen

Jedan novi postupak za utvrdivanje pripadnosti
tacke zatvorenoj poligonalnoj oblasti

Naime, usvajanjem prethodnog algoritma u paketu
MOBA nisu prestala nasa nastojanja da se dode do jo$
nekog kriterijuma pripadnosti poligonalnoj oblasti, koji bi
bio nezavisan u odnosu na sve moguce situacije. I zaista, iz
postupka analize usmerenosti duzi najblizih zadatoj tacki,
uspeli smo da formuliSemo jo§ jedan uslov pripadnosti
zatvorenoj poligonalnoj oblasti i da pri tome obuhvatimo i
specijalne slucajeve. O tome ¢e biti reci u ovom odeljku, pri
¢emu poligon smatramo unijom poluzatvorenih intervala
[4;4i1).-

Kriterijum pripadnosti poligonalnoj oblasti. Ako sve
stranice poligona, ve¢ prema tome da li je*** x; < x4y, x; =
=x;+1 11 x; > x;41 , klasifikujemo kao duzi klase +1, 0 ili -1
respektivno, onda se moze formirati slede¢a Sema mogucih
polozaja zadate tacke i njoj, sa gornje i donje strane,
"najblizih" duzi:

Slucajevi na slici 1: 1 23 4 5 6 7 8 9

klasa "gornje" duzi: + + + - - - 0 0 0

zadata tacka: e o o o o o o o o

klasa "donje" duzi: -+ 0 - + 0 - + 0

pripadnost poligonu: e € € g g £ € £ €
Sema 1

pri ¢emu je, u donjem delu Seme, za svaku od tih
mogucnosti oznaceno da li ¢e zadata tacka pripadati (€) ili
ne pripadati (&) posmatranoj poligonalnoj oblasti.
Zakljucak o pripadnosti poligonalnoj oblasti tacke ako joj je
sa gornje strane "najbliza" duz klase +1, a sa donje strane
duz klase -1 (to je prvi slucaj u prethodnoj Semi), lako se
izvodi ako se baci pogled na sliku 1; pri tome je od
sustinskog znacCaja pretpostavka o obilaZenju konture u
smeru kretanja kazaljke na Casovniku (§to bi trebalo da
bude provereno u fazi unosenja podataka o anvelopi).

Isto tako, sa te slike se odmah vidi da tacka koja je
izmedu dve duzi, od kojih je gornja klase -1, a donja klase
+1 , ne pripada poligonalnoj oblasti (peti sluc¢aj u Semi).
Moglo bi se re¢i da su to dva "najvaznija"**** slucaja
mogucih odnosa klasa najblizih stranica poligona koje
preseca ordinata kroz zadatu tacku P(xp,yp) Cija se
pripadnost poligonu ispituje i upravo je to ono §to treba
utvrditi posle pronalazenja tih "najblizih" stranica. Ipak,

postoje jo§ neke mogucnosti (preostali slucajevi u Semi)
koje takode moraju biti uzete u obzir, makar da se radi o
"specijalnim" sluc¢ajevima. Radi potpunosti su na slici 1
prikazani primeri koji odgovaraju svim slucajevima u toj

3
Y 7 8 Il 2 ‘t ? ' 4 69
b4,
' 4;
4,
A
A =4y 4
0 X

Semi (broj uz ordinatu odgovara broju slucaja u Semi).

Slika 1.

Medutim, time S§to su uoceni ovi moguci slucajevi
odnosa zadate tacke i njoj najblizih duzi izmedu***** kojih
se ona nalazi, jo§ nisu iscrpljene sve mogucnosti
pripadanja****** poligonalnoj oblasti; naime, osim S§to
tacka moze biti izmedu dveju duZi, ona moZe i lezati na
duzi, tj. pripadati stranici poligona, a to ¢e biti ustanovljeno
ve¢ u toku trazenja duzi izmedu kojih se nalazi zadata tacka
(to ¢e se videti iz samog opisa algoritma u sledecem
odeljku).

Opis algoritma. Algoritam za utvrdivanje pripadnosti
zadate taCke datoj poligonalnoj oblasti otpoceo bi time §to
bi se za sve stranice poligona prvo utvrdilo kojoj klasi
pripadaju, zavisno od toga da li je x; < x4y , X; = x4 ili
X;>X;+1 1 "napunio" niz KLASA; = signum ( x;11 - X; ); pri
tome se KLASA; odnosi na i-tu stranicu poligona koja je
definisana sa [4;A4;+) (razume se da je A,+; =A4,).

No, u istom ciklusu u kom se odreduje klasa stranica
poligona moze da se vrsi i ispitivanje da li apscisa xp zadate
tatke P pripada intervalu /x,x;+;) ; odgovarajué¢i deo
algoritma bi bio oblika:

Sto olak$ava uvid u sam program pri njegovom eventualnom
kasnijem modifikovanju.

Pa nisu od posebnog znacaja prednosti nekog drugog postupka — s

obzirom na manji utroSak procesorskog vremena — jer one dolaze

do izrazaja tek u sluc¢aju poligona sa vrlo velikim brojem temena, o

¢emu c¢e kasnije biti govora.

**%  x,,»; sukoordinate i-tog (i=1,...,n) temena poligona u Dekartovom

(Descartes) koordinatnom sistemu Oxy.

1 najopstija, jer utvrduju pripadanje, odnosno nepripadanje
poligonalnoj oblasti u svim ,,nedegenerisanim” slu¢ajevima.

**#%% U sledecem odeljku ¢e biti navedeno da se za vertikalnu (dakle
klase 0) duz, kao njen presek sa pravom na kojoj lezi, uzima njena
prva tacka; stoga se na slici 1 i moglo re¢i da se zadata tatka
izmedu temena A4, i A, nalazi izmedu  duzi
[Am’ A13 ) 1 [AIS’ AI4 )'

#xxrxSto se tie nepripadanja zadate tacke poligonalnoj oblasti, zato §to

se nalazi sa gornje ili donje strane poligona (a $to nije obuhvaceno

Semom 1), ono se lako utvrduje ispitivanjem parametara n'’ i ngpyn

(v. slede¢i odeljak).

sk ock
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j=0
doi=1,n
KLASA;, = ...

i(KLASA; .eq. 0) then
if(xp .eq. x;) then

jo=j+l

y/CVOSS — yl

NIZ; = i
endif

if((xp .ge. x; .and. xp .t. x;17) .or. (xp .gt.
Xi+1 -and. xp .le. x;)) then

j=j+1
VI =yt Wi - y) * (e - X))/ (Xies - X))
NIZ; = i
endif
endif
enddo
Neross = J

Cross

Pri tome je izraCunata i ordinata y; preseka prave
x=xp 1 odnosne stranice poligona (razume se, ako presek
postoji), s tim da je u slu¢aju stranice poligona upravne na
x-osu, ako se poklapaju ta stranica i prava x=xp , za
ordinatu preseka uzeta ordinata prve tacke duzi [A4;A4;+1) .
Takode je uveden i pomocni niz NIZ; koji uspostavlja
korespondenciju izmedu rednog broja j preseka prave x =
Xp sa stranicama poligona i rednog broja i odnosne strane.
Po zavrSetku tog dela algoritma, promenljiva 7., bi davala
podatak o broju preseka prave x=xp i stranica poligona, tj.
ukupan broj stranica poligona koje se seku sa tom pravom.

AKO je 7.45=0, jasno je da zadata tacka P ne pripada
posmatranom poligonu; u tom slucaju je ispitivanje odmah
zavrseno.

AkKo je n.. #0 , tada treba odmah izdvojiti slucaj kad je
Neross =1 , jer to zapravo znaci (s obzirom na to da je poligon
definisan kao unija poluzatvorenih duzi [4;A4;+1) !) da prava
x=xp sece (tacnije, dodiruje) poligon u jednoj jedinoj tacki i
to bas u nekom njegovom temenu; tada jedino preostaje da
se utvrdi da i je yp jednako* ordinati tog temena poligona.
Deo programa u kom bi se ovo ispitivalo, izgledao bi
ovako:

lf(nvross .eq. 0) then
type * ,'P ne pripada poligonu'
else
ijf(ncross -€q. 1) then
iftyp .eq. ywiz;) then
type * ,'P se podudara sa temenom', NIZ,
else
type * ,'P ne pripada poligonu’
endif
else

-
endif
endif
Ono o ¢emu ¢e dalje biti reci, odnosi se na deo algoritma
koji je u prethodnoj Semi oznacen sa (*) , tj. na situaciju
kada je n..s>1, Sto znai da prava x=xp preseca bar dve
stranice poligona. Najpre se od tih 7., stranica poligona

koje seCe prava x=xp pronalaze one dve koje su najblize, sa
gornje i sa donje strane, zadatoj tacki P(xp,yp) ; pri tome se

* Koordinate temena poligona, kao i zadate tacke, predstavljaju tacno
zadate ulazne (a ne sraunate) vrednosti, pa stoga ima smisla takvo
ispitivanje jednakosti dva realna broja!

uvode promenljive n i ny,,, koje ¢e predstavljati brojeve
odnosnih stranica. Posle zavrsetka tog pretrazivanja (koje
eksplicitno ne navodimo!), treba utvrditi da li je mozda n"”
ili 74, ostalo jednako nuli, $to bi znacilo da zadata tacka
ne pripada poligonu, jer je ili iznad ili ispod svih preseka
prave x=xp sa njegovim stranicama.

Ukoliko to nije sluéaj, tj. ako je n'” * ny,, =0 , prvo
treba utvrditi da mozda nije n'” = ng,,, , jer bi to znacilo da
zadata tacka lezi na konturi, tj. na nekoj stranici poligona
(naime, ispitivanjem da li je yp vece ili jednako, odnosno
manje ili jednako od ordinata y " preseka prave x = xp sa
stranicama poligona omoguéeno je da se odmah utvrdi
eventualno podudaranje zadate tacke P sa nekim od tih
preseka, tj. njeno pripadanje konturi poligona; treba
naglasiti da je tom analizom obuhvacen i slu¢aj kada se
zadata taCka podudara sa nekim temenom konture).

Najzad, preostaje da se izvrSi analiza i situacije kada je
" # Rgown » tj. kada se zadata tacka nalazi na delu ordinate
izmedu dve stranice poligona. Ipak, pre nego §to bude
razmatrana mnogostrukost mogué¢ih kombinacija u ranije
navedenoj Semi, prvo ¢emo navesti kako bi izgledao deo
algoritma u kom se analizira odnos parametara n'? i ng,, :

i * ngown -€q. 0) then
type * ,'P ne pripada poligonu'
else
if(n' .eq. ngow,) then
type * ,'P je na stranici', n
else

endif
endif

Sada ¢e biti re¢i o delu algoritma koji je u prethodnoj
$emi oznaCen sa (**), a odnosi se na situaciju kada je n'” =
# Ngown 1 zapravo je kljucni deo celog postupka za
utvrdivanje pripadnosti zadate tacke datoj poligonalnoj
oblasti.

S obzirom na tada moguce situacije koje su prikazane na
ranije navedenoj Semi (za §ta je, to opet treba podvudi, bitna
pretpostavka da se poligon, gledano iz pozitivnog dela z-ose
desno orijentisanog Dekartovog Oxyz-sistema, "obilazi" u
smeru kretanja kazaljki na satu!), preostalo ispitivanje bi se
moglo obaviti na slede¢i nacin:

If(KLASAR'” * KLASAngpm .€q. 0) .and.
((abs(n-ngoy,) .eq. 1) .or. (abs(nP-ngp,) .
eq. (n-1)))) then

If(KLASAR'™ .eq. 0 .and. KLASARgp .€q. 0) then
type * 'P je na jednoj od susednih vertikalnih

stranica’, Ngpwm ,'i' 0

u,

P " polgona’

else
iffKLASAR'" .eq. 0) type * ,'P je na vertikalnoj
stranici', n'”

I(KLASAn o .€q. 0) type * ,'P je na vertikal
noj Stranici', Ngown
endif
else
If((KLASAR™ .eq. 1) .or. ((KLASAR™ .eq. 0) .and.
(KLASAR o -1It. 1)) then
type * ,'P pripada poligonu'
else
type * ,'P ne pripada poligonu'
endif
endif
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i time bi, zapravo, u celosti bio opisan predlozeni postupak
za ispitivanje pripadnosti neke tacke unutrasnjoj oblasti ili
konturi prostog poligona*.

Jasno je da je programski kod ranije pomenutog
postupka (koji koristi funkciju ATAN2) neuporedivo kraci
od programskog koda sada predlozenog postupka. Stoga,
kada je re¢ o duzini samog programskog koda, nije bilo
dvoumljenja da se u paketu MOBA ne usvoji takav predlog.
Medutim, o pravim razlozima za$to mu je ipak posveceno
toliko paznje — iako on mozda nije opravdao sva prvobitna
oc¢ekivanja da ¢e biti zasnovan na kriterijumu pripadnosti
zatvorenoj poligonalnoj oblasti koji bi na jednostavan nacin
obuhvatio sve moguce situacije — tek treba da bude reci.

Procesorska zahtevnost predloZenog postupka.
Naime, uobliavanje ovog, u sustini heuristickog (radenog,
dakle, bez ugledanja na neke u literaturi prisutne
algoritme), postupka bilo je motivisano i nastojanjem da se
izbegne prekomeran broj numerickih operacija i da se obavi
Sto je moguce veCi broj uporedivanja veli¢ina (to je
vremenski svakako manje zahtevno).

I zaista, taj algoritam je pokazao svoje prednosti u
pogledu brzine rada. Primer na kom je izvrSeno poredenje
njegove procesorske zahtevnosti sa zahtevno$éu postupka
koji koristi funkciju ATAN2 prikazan je na slici 2.

a=250

a=250

Slika 2.

Radi se o hipotetickom primeru poligona sa 1000 (= 4 *
250) temena; tako veliki broj taCaka je zato uzet da bi se
pouzdanije moglo izvrsiti poredenje odnosnih procesorskih
vremena (razume se, prilikom testiranja je tacka P zadavana
i na naCin prikazan na slici 3, tj. izmedu "vertikalnih
zubaca", kako se ne bi neopravdano favorizovao predlozeni

* Kao $to se vidi, komentarisani su i moguéi naro€iti sluéajevi kada je bar
jedna od stanica izmedu kojih lezi zadata tacka klase O (tj. bar jedna je
upravna na x-osu) i pri tom se radi o susednim stranicama poligona (a
$to nije posebno navodeno u Semi 1).

postupak).

Slika 3.

Sama pravilnost rasporeda temena uslovljena je
potrebom da se programski generiSe relativno veliki broj
ulaznih podataka. Ispostavilo se da nas heuristic¢ki postupak
daje u proseku pet puta brze odgovor na pitanje o
pripadnosti tacke zadatom poligonu nego li postupak koji
koristi funkciju ATAN2 — to se i moglo o¢ekivati ako se zna
da se za izracunavanje trigonometrijskih funkcija (kakva je
i sistemska funkcija ATAN2) koriste redovi, Sto svakako
povecava broj numerickih operacija.

Zavrsne napomene. Ipak, sinteticka priroda (u odnosu
na anvelopu aviona ili motora odredenu sa svega nekoliko
desetina tacaka) ovakvog primera uticala je da ovde
predloZeni algoritam ostane po strani sve dok nedavno
saznanje — u nadasve sugestivnom razgovoru sa prof. dr
Aleksandrom Lipkovskim (Matematicki fakultet, Beograd)
koji je ukazao na aktuelnost razmatranog problema
pripadnosti  tacke poligonalnoj oblasti za teoriju
prepoznavanja oblika — nije stvorilo uverenje da bi takav
postupak mogao da bude od koristi za $iri krug istrazivaca i
za neke

Buduée aktivnosti. Naime, imajuéi, s jedne strane, u
poligonima obrazovanim od velikog broja samo
horizontalnih i vertikalnih segmenata, a znajuéi, sa druge
strane, da se u opisanom postupku izracunava samo
ordinata y;"* preseka prave x = xp i nekih stranica
poligona, jasno je da se za takve poligonalne oblasti ni to
jedino izraCunavanje ne mora sprovoditi (jer je za
horizontalnu duz ta ordinata preseka (ako on postoji)
poznata, a za vertikalnu se izjednacava sa ordinatom jednog
od njenih temena), Sto bi svakako povecalo brzinu rada
algoritma.  KoriS¢enje  naprednijih  programa za
pretrazivanja koja se u ovom postupku vrSe samo bi
doprinelo tom ubrzavanju rada.
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