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COSATI: 12-01 

M-test jednorodnosti 

Dr Dragoljub M. Brkić, dipl.inž.1) 

Prikazan je statistički test za proveru hipoteze da dva uzorka jednake veličine n n n1 2= =  pripadaju istoj populaciji. 
Za proveru pokazane hipoteze koriste se granice poverenja p1 i p2 za očekivanu verovatnoću p = 0 5, , koje zavise 
samo od veličine uzorka n i usvojenog donjeg i gornjeg rizika α 1  i α 2 , respektivno. Pošto očekivana verovatnoća 
p = 0 5,  predstavlja sredinu opsega mogućih vrednosti za verovatnoću p ∈ 0 1, , test je dobio naziv M-test (Medijalni 
test) jednorodnosti. Dati su praktični primeri primene ovog testa. 

Ključne reči: Matematička statistika, pouzdanost, hipoteza, statistički medijalni test, uzorak, jednorodnost. 
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U v o d 
-TEST jednorodnosti pripada grupi neparametarskih 
testova, kao što je Wilcoxonov test i dr. Cilj ovog 

testa je da se proveri pretpostavka da dva uzorka iste večine 
pripadaju istoj populaciji, ako je nepoznat istorijat njihovog 
izdvajanja iz populacije. Ako su uzorci izdvojeni iz dve 
srodne populacije (na primer, dve proizvodne partije), onda 
se pomoću ovog testa može proveriti pretpostavka da se 
posmatrana karakteristika elemenata populacija značajno ne 
razlikuje u ove dve populacije, tj. da nije došlo do 
značajnog pomeranja vrednosti posmatrane karakteristike 
elemenata u jednoj i drugoj populaciji. Ako su uzorci 
izdvojeni iz iste populacije, onda se ovim testom može 
proveriti pretpostavka da su vrednosti posmatrane 
karakteristike elemenata ravnomerno zastupljene u 
intervalu njihovih mogućih vrednosti; ako se radi o 
proizvodu, onda se ovim testom proverava pretpostavka o 
prihvatljivoj približnosti kvaliteta proizvodnih jedinica, tj. o 
njihovoj „jednorodnosti”. 

Teorijska osnova 
Neka su vrednosti posmatrane karakteristike elemenata 

prvog uzorka: x x xn1 2 1, ,..., , a drugog uzorka y y yn1 2 2, ,...,  i 
neka je n n n1 2= =  veličina ovih uzoraka. Označimo ove 
vrednosti sledećim skupovima: 

S x x xx n= 1 2 1, ,...,l q  (1)

S y y yy n= 1 2 2, ,...,l q (2)

Spajanjem ova dva uzorka dobija se unirani uzorak, koji 
se može prikazati sledećim skupom: 

S x x x y y yxy n n= 1 2 1 21 2, ,..., , , , ...,l q (3)

Kada se vrednosti karakteristike elemenata uniranog 
uzorka poređaju u rastućem poretku, dobija se niz vrednosti 
kao što je,  na primer, sledeći niz: 

x y x x y x y yn n2 1 1 2 3 31 2, , , , , ,..., ,  (4)

Kod uređivanja podataka uniranog skupa u rastućem 
poretku, ako se desi da u prvoj grupi ima veći broj podataka 
jednakih podacima u drugoj grupi, onda treba postupiti na 
sledeći način. U rangiranju na prvo mesto od tih jednakih 
podataka staviti podatak iz prve grupe, a zatim podatak sa 
istom vrednošću iz druge grupe i tako smenjivati jedan po 
jedan podatak naizmenično, dok se ne iscrpi podgrupa 
podataka sa istim vrednostima u prvoj i u drugoj grupi. 
Ovakvih podgrupa može da ima više, a postupak se 
sprovodi na isti način za sve podgrupe. Ako su neki podaci 
u jednoj grupi jednaki, a takvih vrednosti nema u drugoj 
grupi, onda se oni navode jedan za drugim. 

Ukoliko se izostave indeksi ili brojčane vrednosti, a 
zadrže samo oznake x i y, gde x označava pripadnost 
prvom, a y pripadnost drugom uzorku, onda se dobija, na 
primer, sledeći niz: 

xyxxyx yy,...,  (5)

Kada je opravdana pretpostavka o jednorodnosti ova dva 
uzorka, onda je pomešanost x i y veoma ravnomerno 
zastupljena. Ovo znači da se oznake x i y u nizu tih oznaka 
često smenjuju, odnosno da je uzastopna pojava većeg broja 
oznaka x ili y malo verovatna. Ukupan broj oznaka u nizu 
(5) je n n n1 2 2+ = . Formiranjem uzastopnih susednih 
parova xy ili yx, u nizu (5), dobija se: 

x y x x y x y y,...,
V V VV V      V  (6)

U nizu oznaka (6) ima ukupno 2n-1 susednih parova xx, 
xy, yx ili yy. U slučaju idealne pomešanosti, polovina od 
ovih parova, tj. n-1/2 biće pomešani parovi xy, odnosno yx. 

Broj uzastopnih susednih parova u nizu oznaka (6), u 
kojima su oznake različite, tj. xy ili yx, podeljen sa ukupnim 
brojem parova 2n-1 predstavlja relativnu učestanost pojave 
mešovitog para: 

 

M 
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f
N

n
xy yx= −
∨

2 1  (7)

Ovom relativnom učestanošću aproksimira se 
verovatnoća pojave mešovitog para xy, odnosno yx u nizu 
oznaka (6). Kao što je prethodno naglašeno, u slučaju 
idealne pomešanosti ova očekivana verovatnoća je p = 0,5 
za koju je moguće odrediti granice poverenja p1 i p2, [1], 
polazeći od sledećih izraza: 

p xN M M1 11 1= − − +; ;α  (8)

                          p xM N M2 1 2= + −; ;α  (9)

gde su xN M M− +; ;1 1α  i xM N M+ −1 2; ;α  gornji kvantili beta 
raspodele, u kojima je N- ukupan broj proba, M- ukupan 
broj uspešnih ishoda (pojava posmatranog događaja A) i α 1  
i α 2 -donji i gornji rizik, respektivno.  

Ako se u izrazima (8 i 9) uzme da je N=2n-1 i M=n-1/2, 
dobija se: 

p x
n n1 1

2
1
2

1
1

= −
− +; ;α

 (10)

p x
n n2 1

2
1
2 2

=
+ −; ;α

 (11)

Za n=1,2,...,100 i usvojene rizike α α1 2 0 005, , ,=  0,025, 
0,050 i 0,100, izračunate su vrednosti za granice poverenja 
p1 i p2 koje su date u tabeli 1. 

Kada relativna učestanost f pojave mešovitog para xy ili 
yx,  određena  pomoću  (7), padne  između  granica  p1 i p2, 
određenih izrazima (10 i 11), tada se sa poverenjem 
Ƥ=1 1 2− +( )α α  može tvrditi da su posmatrani uzorci 
„jednorodni”. Dakle, ako je ispunjen sledeći uslov: 

f p p∈ 1 2,  (12)

prihvata se polazna hipoteza o jednorodnosti uzoraka sa 
poverenjem: 

Ƥ = − +( )1 1 2α α  (13)

U protivnom, ta hipoteza se odbacuje. 
 

                                 Tabela 1.  Numeričke vrednosti granica poverenja p1 i p2 
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Primer 1 
Iz dve uzastopne partije jednog proizvoda izdvojen je po 

jedan uzorak iste veličine n n n1 2 20= = = . Numeričke 
vrednosti posmatrane karakteristike proizvoda u prvom i 
drugom uzorku date su u tabeli 2.  

Tabela 2. Numeričke vednosti karakteristika proizvoda u uzorcima 

Redni broj Prvi uzorak x = xi Drugi uzorak y = yi 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

0.051 
0.047 
0.049 
0.048 
0.048 
0.049 
0.049 
0.049 
0.049 
0.051 
0.049 
0.051 
0.053 
0.050 
0.053 
0.047 
0.049 
0.050 
0.051 
0.049 

0.054 
0.051 
0.052 
0.051 
0.051 
0.055 
0.049 
0.049 
0.051 
0.052 
0.057 
0.051 
0.054 
0.051 
0.052 
0.052 
0.050 
0.052 
0.052 
0.048 

Za usvojene vrednosti donjeg i gornjeg rizika 
α α1 2 0 05= = , , proveriti hipotezu da su elementi ova dva 
uzorka jednorodni ili da nije došlo do značajnijeg 
pomeranja vrednosti karakteristike proizvoda od prve do 
druge proizvodne partije. 

Rešenje: 
Spajanjem vrednosti iz oba uzorka, dobija se unirani 

uzorak veličine 2n = 40. Kada se vrednosti u uniranom 
uzorku urede u rastućem poretku, dobija se sledeći skup: 

 
0.047 X 
0.049 Y 
0.049 X 
0.050 Y 
0.051 X 
0.051 Y 
0.052 Y 
0.053 X 

0.047 X 
0.049 X 
0.049 X 
0.050 X 
0.051 Y 
0.051 Y 
0.052 Y 
0.054 Y 

0.048 X 
0.049 Y 
0.049 X 
0.050 X 
0.051 X 
0.051 Y 
0.052 Y 
0.054 Y 

0.048 Y 
0.049 X 
0.049 X 
0.051 X 
0.051 Y 
0.052 Y 
0.052 Y 
0.055 Y 

0.048 X 
0.049 X 
0.049 X 
0.051 Y 
0.051 X 
0.052 Y 
0.053 X 
0.057 Y 

 
Oznaka X i Y pridružena numeričkoj vrednosti sa desne 

strane pokazuje pripadnost te vrednosti prvom uzorku 
(oznaka X) i drugom uzorku (oznaka Y). Kada se u napred 
prikazanom skupu izostave numeričke vrednosti, a zadrže 
samo oznake X i Y, dobija se sledeći niz oznaka: 
 

                                       Tabela 1 – nastavak 
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X X X Y X Y X Y X X X X X X X Y X X X Y X Y X Y X Y Y Y 
Y Y Y Y Y Y X X Y Y Y Y 

U prikazanom nizu oznaka broj uzastopnih susednih 
parova u kojima prvo dolazi oznaka X a zatim Y, iznosi 
Nxy=9, a broj uzastopnih susednih parova u kojima prvo 
dolazi Y a zatim X, iznosi Nyx = 8. Ovo znači da ukupan broj 
parova sa različitim oznakama XY ili YX iznosi Nxy yx∨ = 17.  
Ukupan broj uzastopnih susednih parova u gornjem nizu 
oznaka iznosi N=2n-1=39. Tako se dobija da je relativna 
učestanost pojave para sa različitim oznakama jednaka 
f N Nxy yx= = =∨ / / , .17 39 0 435897  Za usvojene vrednosti 

donjeg i gornjeg rizika α α1 2 0 05= = ,  i veličinu uzorka 
n=20, u tabeli 1 se nalaze vrednosti za granice poverenja: 
p1=0.383542 i p2=0.640738. Pošto vrednost relativne 
učestanosti f pada između granica poverenja p1 i p2, to se sa 
poverenjem Ƥ=1 1 2− +( )α α =0,90 može tvrditi da su 
posmatrani uzorci „jednorodni”, ili da nije došlo do 
značajnijeg pomeranja vrednosti karakteristike proizvoda 
od prve do druge proizvodne partije. 

Primer 2 
Radi provere valjanosti predloženog M-testa 

jednorodnosti, generisane su pomoću elektronskog računara 
dve grupe pseudoslučajnih brojeva koji imaju 
dvoparametarsku Vejbulovu raspodelu sa parametrom 
razmere b=100 i parametrom oblika c=2.5. Obe grupe se 
sastoje od po n=30 pseudoslučajnih brojeva. Pošto su obe 
grupe pseudoslučajnih brojeva generisane istim 
parametrima raspodele, to je normalno očekivati da će 
podaci u obe grupe biti „jednorodni”, što M-test 
jednorodnosti treba i da potvrdi. Međutim, zbog prirode 
slučajnosti ishoda probe, može se dogoditi da se ne dobije 

potvrdan odgovor. Ako se ovako generisanje po dve grupe 
podataka ponovi N=500 puta, tada potvrdan odgovor, 
odnosno broj puta kada se hipoteza o „jednorodnosti” 
podataka prihvata, treba da iznosi približno [100×Ƥ], a broj 
puta kada se hipoteza o jednorodnosti ne prihvati treba da 
iznosi približno 100 1 2× +( )α α . Za proveru  valjanosti 
M-testa jednorodnosti usvojiti da su vrednosti donjeg i 

gornjeg rizika jednake i da iznose: α α1 2 0 05= = . .  

Rešenje: 
Da bi se potvrdila valjanost M-testa jednorodnosti, 

potrebna je primena računara, zbog složenosti 
izračunavanja i velikog broja ponavljanja operacija. Za ovu 
svrhu specijalno je urađen računarski program. Posle 
unošenja napred navedenih podataka i izračunavanja, na 
monitoru računara prikazuje se histogram relativne 
učestanosti f i teorijske krive funkcije gustine raspodele f(f), 
kao i rezultati izračunavanja. Jedna od teorijskih funkcija je 
beta raspodela, a druga je aproksimativna normalna 
raspodela. Kao što se može videti na sl.1, funkcije beta i 
normalne raspodele se približno podudaraju, jer je veličina 
uzorka n = 30, što je dovoljno da se može primeniti 
normalna raspodela kao aproksimativna funkcija raspodele. 
Izračunate  granice  poverenja iznose: p1 = 0.402773 i p2 = 
= 0.613575. Kao što se vidi na sl.1, funkcija normalne 
raspodele dobro se uklapa u histogram relativne učestanosti 
f, pa se empirijske granice poverenja za p mogu odrediti 
kao kvantili normalne raspodele kojima odgovaraju 
usvojeni rizici α α1 2 0 05= = , . Tako je dobijeno da je p1

∗ = 
0.400303 i p2

∗ = 0.616240. Poredeći ove vrednosti sa 
vrednostima p1 i p2, može se uočiti da je približnost 
zadovoljavajuća. Nominalnim rizicima α α1 2 0 05= = .  
odgovaraju ocenjeni rizici α 1 0 0400∧ = .  i α 2 0 0560∧ = . . 
Ovo znači da je 0.0960 ili 9.6 % od ukupnog broja Np = 
500 vrednosti za f palo izvan granica poverenja p1 i p2, a 
0.9040 ili 90.4 % palo je unutar ovih granica. Ovako dobra 
podudarnost empirijskih granica poverenja za p i 
empirijskih rizika sa usvojenim rizicima, ukazuje na 
valjanost M-testa jednorodnosti dve grupe podataka. Na sl.1 
su date i tačkaste ocene za srednju vrednost i standardnu 

devijaciju relativne učestanosti   f  kao  slučajne  
promenljive: m = 0.5083 i s = 0.0656. Takođe, date su i 
ocene parametara beta raspodele: a = 28,988 i b = 28,044. 

Zaključak 
Navedeni  primeri  ukazuju  na  valjanost predloženog 

M-testa jednorodnosti dve grupe podataka. U ovom radu 
navedena su samo dva primera od mnoštva primera koji su 

 
Slika 1. Grafički histogram i funkcije gustine raspodele f(f) 
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proveravani pomoću, za tu svrhu, urađenog računarskog 
programa. U znatnoj većini slučajeva dobijeni su 
zadovoljavajući rezultati. Kada je veličina uzorka mala, 
korišćenjem  date  tablice  za granice poverenja  p1 i p2, 
primena M-testa jednorodnosti može se izvesti i ručno, 
međutim za veći broj podataka neophodna je primena 
računara. 
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