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Izucavan je planetarni prenosnik kao nelinearni dinamicki sistem u turbulentnom priguSenju. Postavljen je
dinamic¢ki model gde su poremecaji rada, izrade i montaZe elemenata sistema predstavljeni posebnim rasporedom
“poremecajnih” masa a turbulentno priguSenje je uzeto srazmerno drugom stepenu ugaone brzine obrtanja
zupcanika. Odredeni su potencijalna i kineti¢ka energija i diferencijalne jednacine kretanja prenosnika. Uradena je
numericka simulacija za realni planetarni prenosnik i dobijeni su grafici zavisnosti potencijalne energije od
generalisanih koordinata, linije konstantne energije kao i integralne krive u faznoj ravni. Data je analiza karaktera

preseka faznih trajektorija i krivih konstantne energije.

Kljucne reci: Planetarni prenosnik, turbulentno prigusenje, poremecaj, integralne krive, singularne tacke.

Uvod

TKRICE  neregularnog  oscilatornog  kretanja

determinisanih dinamickih sistema razliCite prirode
(fizickih, mehanickih, tehnickih, hemijskih itd.) postalo je
jedno od najvecih nau¢nih dostignuca poslednjih godina.

Postojanje i priznanje Cinjenice da je u realnim prostim
sistemima bez ociglednih sluc¢ajnih uzro¢nika moguce
slozeno nepredvideno kretanje je, pre svega, uspeh teorije
oscilacija.

Matematic¢ki modeli imaju u teoriji oscilacija dvostruku
ulogu: idealno da opiSu realni dinamicki sistem i
matematickim modelom da prikazu razli¢ite oscilatorne
pojave
(harmonijske oscilacije, pojacane i1 prigusene oscilacije,
sopstvene oscilacije, rezonansu, parametrijske pobudne
oscilacije, stohasti¢ke i haoti¢ne oscilacije, razli¢ite talasne
pojave i mnoge druge).

Pocetkom ovoga veka u matematici se znalo da
determinisani dinamicki sistemi imaju neregularna resenja.
Poencare ukazuje na moguénost pojave haoticnog resenja.
Jos tada su Birkrof, Van der Pol i Van der Mark pisali o
neregularnom Sumu” u eksperimentu sa elektricnim
oscilatorom.

Novo u stohasti¢koj i haoti¢noj dinamici sistema je
teznja da se otkriju unutrasnja svojstva koja nagovestavaju
da je osnovana prognoza odredenih svojstava sistema sa
neuredenim ponaSanjem (Sumom). Verovatno, najveca
ocekivanja su u izuavanju turbulentnosti fluida,
termohidrodinamickih sistema i termohemijskih sistema
[1]. Turbulentnost je jedno od malobrojnih nereSenih
pitanja klasicne fizike. Nedavna otkrica determinisanih
sistema, koji ostvaruju haoti¢ne oscilacije, dovela su do
optimizma u reSavanju svojstava fenomena turbulentnosti.

U univerzitetskoj literaturi o planetarnim prenosnicima
se, uglavnom, nalaze saznanja o njihovoj kinematici [2] ili
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o njihovim linearnim oscilacijama. O nelinearnim
fenomenima se piSe fenomenoloski bez pratecih
matematickih zasnivanja tih, najée$¢e eksperimentom
saznatih, fenomena. Autori ovog rada su [3, 5, 6, 7, 8]
izuCavali dinamicku stabilnost planetarnih prenosnika.

Napravljen je dinamicki model planetarnog prenosnika
sa turbulentnim priguSenjem srazmerno drugom stepenu
ugaone brzine obrtanja zupcanika i uzeti su u obzir
poremecajni faktori. Napisana je diferencijalna jednacina
kretanja i graficki su prikazane integralne krive i krive
energije za razli¢ite parametre sistema.

Izvori i uzroci nelinearnih oscilacija planetarnih
prenosnika

Nelinearni efekti rada mehanickih sistema planetarnih
prenosnika mogu se pojaviti na mnogo razli¢itih nacina.
Nelinearni efekti se javljaju kao posledica postojanja:

— nelinearnih elemenata ili opruznih elemenata,

- nelinearnog prigusenja,

- mrtvog hoda, zazora ili bilinearnih opruga i

- nelinearnih grani¢nih uslova.

Nelinearni  elasticni  efekti prisutni su 1 kroz
karakteristike zupcanika ili kao geometrijski efekti velikih
deformacija elemenata.

Ako na sistem deluju periodicne sile, tada se u klasi¢noj
teoriji linearnih sistema pretpostavlja da ¢e i odziv biti
periodican.

Postoje i druga periodicna reSenja kao S§to su, npr.
subharmonicna i superharmonicna oscilovanja.

Ako prinudna sila ima oblik A4;cos(¥, tada

subharmonici mogu imati oblik x, cos(%+(p) plus veci

harmonik (7- ceo broj). Subharmonici imaju vaznu ulogu u
prethaoti¢nim oscilacijama.
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Samopobudne oscilacije su druga vaZna grupa
nelinearnih pojava.To su oscilatorna kretanja, koja nastaju u
sistemu bez dejstva periodi¢nih spoljnih poremecaja. Izvori
ovakvih oscilacija su suvo trenje izmedu masa koje se
krec¢u. Drugi primer je velika grupa aeroelasti¢nih oscilacija
(primeri iz elektrotehnike i sl.).

U svim ovim primerima u sistemu su prisutni stacionarni
izvor energije 1 izvor disipacije ili nelinearni prigusni
mehanizam.

Ideje savremene nelinearne dinamike Cesto su iskazane
geometrijskom formom ili u obliku slika. Tako, kretanje
sistema sa periodi¢nim kretanjem moZe se predstaviti u

faznoj ravni (x; x), [9]. Na takvim graficima vreme je
implicitno predstavljeno i evolucijom vremena kretanje se
odvija u odredenom pravcu po faznoj trajektoriji.

Osnovi hidrodinamicke teorije o podmazivanju
primenjeni na planetarne prenosnike

Poznato je da se masSinski delovi vremenom habaju. Na
savladivanje trenja troSi se energija, a da bi se utroSak
energije smanjio, ubacuje se izmedu pokretnih delova tanki
sloj ulja. Ovim se trenje izmedu ¢vrstih povrsina zamenjuje
trenjem delic¢a viskozne te¢nosti.

Pri relativnom kretanju, sila trenja ne zavisi od povrsina
koje se taru, nego od viskoznosti tecnosti kojom su delovi
podmazani i od relativne brzine kretanja kvaSene povrsine.
Dodirom se te¢nost lepi za povrSinu i zato ucestvuje u
kretanju, pa se problem svodi na proucavanje strujanja
viskozne te¢nosti.

Na ovom mestu ¢e se prouciti najprostiji slucaj koji se
odnosi na trenje ravnih povrSina, ali se teorija o
podmazivanju moze prosiriti i na mnoge krive povrsine, pa
i na zupcanike u zahvatu, kod planetarnih prenosnika.

Prema [10] dobijen je obrazac za protok:

0= 12,7(677Vo +kh?) (1)
n- dinamicka viskoznost, 4- rastojanje izmedu

povrsina, V- konstantna brzina, a k = —Z—R = const

gde je:

Odavde se dobija da je R=Rykx ( R, - integraciona
konstanta). Ako plo¢e - povrsine, izmedu kojih teCnost
struji, imaju kona¢ne duZine u pravcu ose X, na kraju
povrsine (x=0, x=I) pritisak mora biti jednak atmosferskom
pritisku. Lako se uvida da je ovaj uslov zadovoljen kada je
k=0, tj. kada pritisak ostaje konstantan u tecnosti. Ovaj
rezultat ocigledno ne odgovara stvarnosti jer se pri
podmazivanju prenose jake spoljasnje sile preko tecnosti.
Zato pritisak mora da raste od py, pravcem od x=0, sve do
neke maksimalne vrednosti, a zatim se vra¢a na p, u x=I.
Uslov da
dP/dx= const iskljucuje takve promene pa se mora
pretpostaviti da se gradijent pritiska menja. Ali u tom
slucaju, iz jednacine (1) proizlazi da rastojanje s izmedu
ravni mora biti promenljivo jer, inace, protok ne bi mogao
ostati konstantan.

Odnos % zove se kinematicka viskoznost (p - gustina).
Koeficijent dinamicke viskoznosti odgovara
medumolekularnoj promeni koli¢ine kretanja. U [10] je dat
koeficijent turbulentne viskoznosti — b, koji se vezuje za
makroprenos koli¢ina kretanja kona¢nih masa iz sloja u sloj
kao posledica meSanja strujnica. Eksperimentima je
pokazano, da se koeficijent turbulentne viskoznosti ne
moZze smatrati konstantnim za datu tecnost ili turbulenciju,

jer se menja duz preseka.

Turbulentno kretanje se ne javlja samo u cevima, ve¢ ga
ima i u okolini ma kakve ¢vrste povrSine preko koje fluid
struji pa ¢ak, i tamo gde nema ¢vrstih povrSina, ali gde se
mesaju slojevi fluida nejednakih brzina.

Reynolds se bavio problemima kretanja viskozne
tecnosti u sloju promenljive debljine i zakljucio da je
ukupni visak pritiska nad atmosferskim na duzini / jednak:

t
R=[(p=ps @
0
Posle integraljenja se javlja:
677[ Yo m—1
= - 2
=it =20 3)

gde je m=h,/h,, h; >-debljina sloja tecnosti za x=0 i x=1.

Da bi se izracunao otpor trenja Fr pokretne povrSine
treba da se primijeniti Njutnov zakon ( o unutrasnjem
trenju) i tada se dobija:

Fr= I n%dx; za y/h ()
0
ili, u drugacijem obliku:
20V, m—1
Fr = 2lnm-— 3
o mly 5)

U toku sprezanja bokovi zubaca spregnutih zupCanika
prenose optereenje uz medusobno relativno kretanje
praceno klizanjem povrsine i kotrljanjem. Radi smanjenja
sila trenja (koje se pri tome javljaju), kao i radi povoljnije
raspodele povrsSinskog pritiska izmedu bokova u sprezi, vrsi
se podmazivanje.

Na osnovu ove analize moze se zakljuciti da zbog
turbulentnih efekata u sloju ulja za podmazivanje povrSina
u dodiru zubaca zupcanika taj efekat moZe da obuhvati
turbulentno prigusenje koje se izrazava kvadratom ugaonih
brzina i odredenim koeficijentom turbulentnosti.

Diferencijalna jednacina kretanja planetarnog
prenosnika

Za pojednostavljeni dinamicki

prenosnika (sl.1)

model planetarnog

E, =mgr(l+cosg,)+mgr(l+sing,)+
(m3 +my)gr,(1—cos )+ msgr,(1+cos ;)

(6)

Kinetic¢ka energija usvojenog modela (sL.1) je:
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Slikal. Planetarni prenosnik

1- sunéev zupcanik, 2- satelit, 3- epicikl, h- nosa¢ satelita i m; - poremecaji
koji su posledica dinamickog rada prenosnika potencijalna energija je
[8i1]

2 2 2
Ey =31 oy +Omy 4+ my i @, +3Mori o, +
P P (N
(ms +my +ms)ri; 0, +3L ¢,]

gde su: /,,; - momenti inercije mase suncevog zupcanika i
satelita, r;,7, — osnovni poluprecnici suncevog zupcanika i

nosaca satelita, @,,9,,¢, - ugaone brzine suncevog

zupcanika, satelita i nosaca satelita.
Moze se izvrsiti zamena:

P, = 1511 ¢1+i21h Py
gde su i - prenosni odnosi.

Prenosni odnosi sprege zupCanika izu¢avanog reduktora
su 4,42 pa se moZe izvrSiti jo§ i zamena, tako da je
¢, =4,42¢,. Posle ove dve zamene dobija se izraz za
kineticku energiju:

Ey, [, +(my + mz)rlz +3Myr; +(m3 +my +ms )th +

-1

2
A (®)
"

3L(LY +58,61 (L) +61, 1 1p]
2

r22

03

)
]
®

o
o

potenciaia energia

)
:n
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ugac zakretanja

Slika2. Potencijalna energija u funkciji generalisanih koordinata

Sila turbulentnog priguSenja usled razbrizgavanja ulja
uzeta je srazmerno drugom stepenu ugaone brzine suncevog
zupcanika:

2
F = b, ©)

Osnovni parametri ovog planetarnog prenosnika su:
r=4,0375cm, ry=4,675cm, r,=8,7125cm, M,=4,246kg,
1;=0,2728Nems”,  1,70,46398Nems”,  [;=17,9Ncms”,
m;=0,5kg, m3=0,03kg, m,~0,02kg.

Za ove parametre potencijalna energija sistema je:

E, =0,198(1+cos¢p,)+ 10
0,04273[1 - cos(4,42¢,)] (10

Grafic¢ki prikaz potencijalne energije je dat na s1.2

Na sl.3 prikazane su linije konstantne energije za
proucavani prenosnik. Tacke 1,2,3 na sl.2 odgovaraju
tackama 1,2,3 na sl.3 i zovu se specifi¢ni atraktori.
Diferencijalna jednacina kretanja sistema bice:

K@, +bg,+0.2sin4.42¢, —0.198sinp; =0 (11)

gde je:
K= %[11 +myri +3Myr; +(ms """4)”112 +

nr

n 17 !
3L (é)z +58,61 (f)z +60°5 lot
2

I8

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
ugao zakretanja
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Slika3. Familija krivih konstantne energije

Fazni prostor i fazne trajektorije

Fazni prostor je metematicki prostor sa sistemom
ortogonalnih faznih koordinata pomocu kojih se predstavlja
dinamicko stanje sistema. Na primer, dinamicko stanje
Cestice sa jednim stepenom slobode odredeno je
generalisanim koordinatama(x) i brzinom (V), fazni prostor
se degenerie u ravan. Cestice koje imaju tri stepena
slobode kretanja imaju Sestodimenzionalni fazni prostor sa
tri koordinate i tri brzine [11].

Diferencijalna  jednacina kretanja izu¢avanog
planetarnog prenosnika je (11). Uvodenjem promenljive

ugaone brzine, @ = % jednacina drugog reda zamenjuje se

sistemom od dve jednacine prvog reda:
‘3—‘;) = —0.25in4.42¢, +0.198sin ¢, — belo|
ao _
dt
Za sistem (12) metodom Runge-Kutta dobijene su
integralne krive (s1.4).

(12)
o

ugaona brzina
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Slika4. Fazni portret moguceg dinamickog stanja planetarnog prenosnika i
portreti konstantne energije

Isprekidanim linijama (sl.4) prikazane su integralne
krive, a punim linijama su izvuene linije konstantne
energije. Trajektorije ovog sistema se spiralno ponaSaju
idu¢i (prema strelicama) ka fokusnoj tacki 1,3 itd. Svako
podru¢je je skup pocetnih uslova (@,,@,)trajektorije
(w,9) koje mogu da konvergiraju u specificni atraktor-
fokusnu tacku. Separatrisne trajektorije se seku u
singularnoj tacki sedla 2.

S obzirom da fazne trajektorije seku linije konstantne

energije, treba odrediti kakav je to presek [9]. Neka je N
ort normalne linije energije u pravcu porasta skalara
E(totalna energija) i neka gradi sa koordinantnim osama
uglove & i S, ¢iji su kosinusi smera:

_CE
cosa—Aﬁ(D
13
cosﬂz—ﬁE_ (13)
Adp

gde je:

_ [ Ev ., E
A= /(%)2+(;¢)2 (14)

Fazna brzina odreduje smer fazne trajektorije i njene
koordinate su:

Comp=o (15)
G=0=490
dt

Izvod totalne enegrije po vremenu je:

dE _ EAd9 JE do _

dt  Op dt oo dt (16)
A(G, cosa+Gceos ) = AGy

N
gde je Gy projekcija fazne brzine na pravac normale N
linije energije.

Za nekonzervativan sistem je:

(E+Ey)) =% E(p,0)= 24 (17)

gde je ¢ - funkcija rasipanja ili mera opadanja (degradacije)
energije.
S obzirom na (16 i 17) moze da se napise:

9E — 2p=Gya (18)

tj. projekcija fazne brzine na pravac normale na liniju
energije je:

Gy=-2¢ (19)

Za izu€avani dinamicki model je:

- 2bKa)1
J(0.25in4.42¢, —0.16sin 9, )* + 4K >0}

n

(20)

Na sl.4 prikazane su integralne krive sa priguSenjem
srazmerno drugom stepenu ugaone brzine, kako seku linije
energije spolja-unutra prema strelicama. Fazne trajektorije
modela planetarnog prenosnika bez prigusenja predstavljaju

samo linije konstantne energije izufavanog modela
planetarnog prenosnika sa turbulentnim priguSenjem, dok
fazne trajektorije imaju drugi oblik.

Na sl.5 prikazane su integralne krive fazne trajektorije za
razlicite koeficijente turbulentnog prigusenja.
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Slika 5. Fazne trajektorije za izabrane pocetne uslove

Tankom linijom izvucena je integralna kriva sa najveéim
koeficijentom priguSenja, isprekidanom linijom kriva sa pet
puta manjim koeficijentom, a debelom linijom sa jo$ pet
puta manjim koeficijentom prigusenja.

Slike od 6 do 10 uradene su za slede¢e parametre
sistema: m;=0,5kg, m,=0,4kg, m;=0,3kg, m,~0,2kg,
ms=0,1kg, b=0,1.

Na sl.6 su date suintegralne krive fazne trajektorije za
pocetne uslove w,#0 1 @ koje moze biti jednako ili

razlic¢ito od nule.

051 I
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Slika 6. Fazni portret

Na slikama 7 i 9 prikazane su integralne krive u 3D
prostoru za razlicite pocetne uslove.

-2 35

ugacna brzina
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Slika7. Fazna trajektorija za zadate pocetne uslove

05 b
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Slika 8. Fazna trajektorija u ravni za zadate pocetne uslove

vlema
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Slika 9. Fazne trajektorije za zadate pocetne uslove

Na sl.10 prikazane su integralne krive za pocetne uslove
@y =0 1 ¢ -razli¢ito od nule.

ugaona brzina
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Slika 10. Fazni portret

Iz prikazanih grafika ocito je, ako je prenosniku data
pocetna brzina @, sistem ¢e oscilovati oko polozaja ¢ =0
teze¢i tom polozaju ravnoteze. Ako je w, dovoljno veliko,
prenosnik ¢e naciniti jedan ili viSe obrtaja pre nego Sto
poc¢ne da osciluje oko stabilnog polozaja ravnoteze ( sl.4
krive a,b,c .... 1 s1.6). Na tim dijagramima reprezentativna
tacka se pri tome krece iz tacke (¢;,w,) 1 spusta se do

jednog od singulariteta, zavisno od veli¢ine @,, oko kog

obilazi i priblizava se.

Na slikama 7 i 9 je ocigledna razlika u ponaSanju
integralnih krivih u funkciji vremena. Na S1.7. je integralna
kriva sa odredenim pocetnim uslovima gde je @, razlicito
od nule. Na slici 8 je ista integralna kriva u faznoj ravni, i
ona se spiralno priblizava jednom od stabilnih poloZaja
ravnoteze, dok je na sl.9 je integralna kriva za @,=0 koja
sadrzi sedlo 1 ona se grana u dva pravca. To je separatrisna
ili razdvojna fazna trajektorija, koja je i homoklinicka, jer
prolazi kroz nestabilnu homoklinicku tacku tipa sedlo.

Zakljucak

Fazni prostor kod ovog sistema nije ouvan $to se dobro
vidi sa slikama 4,6 i 10. Sistem je disipativan, jer se
trajektorije spiralno spuStaju u odredeni singularitet. Vrlo
lako se moZe naci opseg pocetne brzine w, u kome ¢ée se
odgovarajuc¢e integralne krive spustati u odredeni
singularitet.

Integralne krive, koje sadrze sedlo, razdvajaju krive
raznih oblika (sl. 9 i sl. 10), tj.razdvajaju krive koje teze
jednom od singulariteta od krivih koje teze drugom
singularitetu.

Projekcije faznih brzina na pravce normala su negativne,
Sto znaci da fazne trajektorije seku linije energije spolja-
-unutra, tj. energije sistema sa vremenom asimptotski teze
ravnoteznom polozaju.

Promenom koeficijenta turbulentnog prigusenja, menja
se 1 karakter integralnih krivih, tako da pri smanjenju
prigusenja sistem nacini viSe obrtaja pre nego §to pocne da
osciluje oko stabilnog poloZaja ravnoteZe.
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