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Algoritam za reSavanje grafova protoka Gausovom redukcijbm

Dr Nenad Dodié, dipl.inz.”

Grafovi protoka su korisno sredstvo za modeliranje i analizu linearnih sistema, naro¢ito kada se njihovo refavanje
automatizuje primenom ratunara. Predstavljen je jednostavan, efikasan i potpuno formalan algoritam za reSavanje
grafova protoka, zasnovan na Gausovoj redukeiji, takav da se moZe neposredno realizovati na radunaru. Algoritam,
pored numeritkog, omoguéuje i simbolitko reSavanje grafova, §to profiruje njegovu primenu i na dinamicke linearne

sisteme.
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Uvod

EORIJA grafova nasla je Siroku primenu u nauci i teh-
Tici, s obzirom da se grafovima moZe pregledno prika-

zati §iroka skala sistema i da je razraden niz postupaka za

reSavanje grafova, odnosno nalaZenje veza i odnosa rele-
vantnih veli¢ina u sistemima predstavljenim grafovima.
Automatizacija obrade podataka primenom racunara danas
je apsolutni imperativ, pa je stoga razvijen niz ratunarskih
algoritama i programa za re$avanje grafova. Grafovi proto-
ka su posebna klasa grafova, izuzetno pogodna za opis teh-
nickih sistema, kako u ustaljenom tako i u dinami¢kom re-
Zimu rada. U radu ée biti predstavljen efikasan radunarski
algoritam za reSavanje grafova protoka u op3tem slucaju,
zasnovan na Gausovoj (Gaus-Zordanovoj) metodi redukci-
je. Da bi se predloZeni algoritam u potpunosti razumeo, u
nastavku se daju osnovne definicije i osobine grafova pro-
toka i njihovih elemenata,

Graf je dijagram sastavljen od skupa elemenata koji se
nazivaju &vorovi i skupa njihovih veza, koje se nazivaju
grane grafa. Cvorovi se oznaéavaju kruZi¢ima s brojevima,
a grane linijama. One se imenuju parovima brojeva (i),
gde je i broj pogetnog, a j broj zavrinog ¢vora grane. Dva
&vora mogu biti povezana veéim brojem paralelnih grana
(1> @) Petlja (i,0) je grana &iji se pocetni i zavr¥ni
&vor poklapaju. Kada su sve grane grafa uredene, tj. odre-
deni su smerovi toka (oznadeni strelicama), taj graf je ori-
jentisan.

Graf protoka je povezan orijentisan graf €ijim su ¢voro-
vima pridruZene promenljive x;, =1,2,... i €ijim su granama
(i), ig=1,2,..., pridruZene velifine #; koje se nazivaju pre-
nosi grana - sl.1. NajvaZnije osobine grafova protoka su [1]:
- promenljive x; koje odgovaraju izvornim ¢vorovima

(¢vorovima u Koje ne ulazi ni jedna grana) mogu uzimati

proizvoljne vrednosti - to su nezavisne promenljive;

- signal kroz ma koju granu (i;j) jednak je proizvodu vred-
nosti polaznog &vora x; i prenosa grane t;, tj. jednak je
LigXi;

- vrednost promenljive x;, pri ¢emu j nije izvorni &vor, jed-
naka je zbiru ulaza u taj ¢vor.
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Slika. 1. Primer grafa protoka

1z ovih osobina sledi znadajna relacija:
n
Xj= Zt,-jxi ¢))

gde je n broj &vorova u grafu i #;=0, ako ne postoji grana
(i)

Prenosi grana grafova koji reprezentuju sistem u ustalje-
nom reZimu rada, sa jednosmernim tokom signala, energije
ili fluida, predstavljaju realne brojeve. Primer takvog siste-
ma je elektritno kolo jednosmerne struje. U slucaju elektri-
¢nih kola naizmeniéne struje, sa kapacitivnim i induktivnim
optereéenjima, prenosi grana mogu biti i kompleksni broje-
vi, pogodni za prikazivanje faznog pomaka elektri¢nih veli-
¢ina. Ukoliko graf protoka opisuje dinamiku sistema, odno-
sno njegovo ponaanje u prelaznim reZimima, prenosi grana
su u opitem slu¢aju prenosne funkcije, odnosno racionalne
funkcije kompleksne promenljive. Fizi¢ki posmatrano, gra-
na grafa protoka predstavlja tok odredene veliCine, koja se
na svom putu na odredeni na¢in transformise, odnosno me-
nja vrednost i (ili) karakter.

U nastavku ¢e se reSavati problem odredlvanja prenosa
Ty puteva od bilo kog izvornog &vora i do proizvoljnog
&vora k grafa protoka:

X,
T =2

L
(]
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Gausova redukcija

Poznato je da Gausova redukcija sistema linearnih jed-
na¢ina predstavlja transformaciju sistema. Sekvencijalnom
eliminacijom medusobnih zavisnosti promenljivih, sistem
se svodi na trougaoni oblik [2]. U slu¢aju grafova protoka,
Gausova redukcija se obi¢no svodi na eliminisanje svih
petlji i zatvorenih kola u grafu (puteva koji po€inju i zavr-
avaju se u istoj tacki), nakon &ega je lako odrediti sve Ze-
ljene prenose u grafu. Ovaj postupak opisan je u [3]. Ovde
se Gausova redukcija primenjuje na poseban nadin, u cilju
refavanja postavljenog zadatka. Prvo se eliminiSu paralelne
grane, a zatim sve petlje. Potom se elimini$u sve grane,
osim onih koje polaze iz izvornih &vorova. Nakon ovoga,
svi &vorovi grafa povezani su jedino sa izvornim &vorovi-
ma, ¢ime su odredeni i prenosi od izvornih &vorova do svih
ostalih &vorova grafa, jer je tada Ty=t; gde je i broj bilo
kog izvornog &vora, a j broj bilo kog ¢vora koji nije izvorni.

Eliminisanje paralelnih grana

Eliminisanje paralelnih grana je jednostavno: paralelne
grane (ij);, sa prenosima (), k=1,2,..., se zamenjuju jed-
nog granom (i), &iji je prenos:

Ly =Gt @)+ @

Eliminisanje petlji

Eliminisanju petlji se pristupa nakon eliminisanja para-
lelnih grana. Neka &vor j ima petlju (/) koja nije jedini¢na:
ti#1 (za sludaj jedinitne petlje reSenje nije definisano).
Eliminisanje petlji se svodi na primenu relacije (1) na ¢vor
sa petljom:

n
x]' = Ztijx,-+tjjxj

i=

i#j
odnosno,
n f::
xj= > % 5
i=t 1=
i#j

S obzirom da se na desnoj strani prethodne relacije ne
pojavljuje x;, proizilazi da se smenjivanjem prenosa f,
i=1,2,...,n, grana koje ulaze u &vor sa petljom j, vrednosti-
ma:

g =
L T

L i=12.n, i%j 3)
i

1=0 4)

eliminiSe petlja (jf). S1.2 prikazuje graf sa dve petlje, a s1.3
isti graf nakon eliminacije petlji.

Slika. 2. Polazni graf protoka

Slika. 3. Graf nakon eliminacije petlji

Eliminisanje grana koje ne polaze iz izvornog ¢vora

Neka je (j,k) grana koju treba eliminisati, pri &emu j nije
izvorni &vor. U tom sludaju relacija (1), primenjena na &vor
k, glasi:

n

xp = St g

k i=1l iV hjktg 5)
i#j

S obzirom da je:

n
— 1.
xjp= 23 '

ekvivalentan oblik relacije (5) je: ‘

n
X, = zixi(tik’ + tl‘j’tjk’) \
i= i

i#j ‘

Posto se na desnoj strani prethodne relacije ne pojavljuje
X;, proizilazi da se smenjivanjem prenosa fy, i=1,2,...,n gra-
na koje ulaze u &vor k, vrednostima

tik"=tik'+tij'tjk" i=12,.,n,i#] 6)

tji =0 )

eliminiSe grana (jk). Primera radi, primenom smena (6),
(7), eliminisana je grana (j,k) sa sl. 3. Slika 4 prikazuje graf
nakon eliminacije grane (j,k). MoZe se primetiti da je elimi-
nacijom ove grane stvorena dodatna petlja, koju treba eli-
minisati na prethodno opisan naéin, pre nego $to se nastavi
sa daljom redukcijom grafa. ViSestrukim ponavljanjem po-
stupka eliminacije grana koje ne vode iz izvornog Cvora i
novonastalih petlji dobija se graf koji sadrZi samo grane
koje vode od izvornih Evorova do ostalih ¢vorova grafa.

Slika. 4. Graf nakon eliminacije povratne grane

Racunarski algoritam

Na osnovu opisanog Gausovog postupka redukcije grafa,
sintetizovan je formalan radunarski algoritam za odrediva-
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nje prenosa izmedu bilo koje dve tatke grafa protoka, koji

moZe imati proizvoljan broj &vorova i proizvoljan broj gra-

na. Broj izvornih ¢vorova takode je proizvoljan. Dozvolje-
no je potpuno proizvoljno oznatavanje ¢vorova brojevima,

§to znaci da ni jedan izvorni &vor ne mora da ima broj 1.

Svi izvorni ¢vorovi moraju se specificirati.

Algoritam za reSavanje grafa protoka glasi:

1. Zadaju se: n - broj Evorova grafa, b - broj grana i m -
broj izvornih ¢vorova.

2. Anuliraju se varijable t;, i,j=1,2,...,n za pamcenje pre-
nosa grana i varijable s, k=1,2,...,m za paméenje statu-
sa ¢vora. :

3. Unose se statusi ¢vorova: s=1 - ako je &vor j izvorni
¢vor ili 5/=0 - ako ¢vor j nije izvorni, za j=1,2,...,n.

4. Za svaku postojecu granu grafa unosi se broj poetnog
¢vora (i), zavrdnog ¢vora (j) i prenos (¢;). Tokom uno-
Senja, paralelne grane se eliminisu, tako §to se njihovi
prenosi sabiraju (2), ¢ime se, umesto viSe paralelnih
grana, dobija jedna - ekvivalentna grana.

5. Elimini3u se sve petlje iz grafa, kori¥¢enjem smena (3),
(4). Ukoliko postoji jedini¢na petlja, za koju postupak
reSavanja grafa nije definisan, algoritam se prekida, uz
odgovarajuéu poruku korisniku.

6. Usvaja se broj &vora j=1.

7. Ako je j izvorni Evor (s#0), broj ¢vora j se povecava za
jedan. Postupak povecavanja broja j se nastavlja sve
dok se ne dode do ¢vora koji nije izvorni (5=0). Ako je
j>n ide se na tacku 13. U protivnom, pristupa se elimi-
nisanju grana koje vode od &vora (j), tj. ide se na nare-
dnu tacku - tatku 8.

8. Usvaja se k=1.

9. Primenom smena (6), (7) eliminiSe se grana (j,k), kao
grana koja povezuje dva &vora grafa, s tim $to polazni
&vor j nije izvorni ¢vor. Ostale grane, kojima je ¢vor &k
zavrini Evor, dobijaju nove vrednosti, u skladu sa (6).

10. Proverava se da li je primenom (6) u tacki 9 nastala
petlja (k,k), odnosno da li je £#0. Ako jeste, ona se
elimini$e - primenom smena (3), (4) za tacku k.

11. Vrednost k se uvecava za jedan. Ako je k<n ide se na
tatku 9. U protivnom, ide se na narednu tatku - tatku
12.

12. Vrednost j se uvecava za jedan. Ako je j>n postupak
redukcije je zavr¥en - ide se na tacku 13. U suprotnom,
ide se na tacku 7. ,

13. Stampaju se oni prenosi Tj=t; koji nisu jednaki nuli, za
ij=12,..n.

Transformacijom grafa datim algoritmom dobija se graf
u kome su svi &vorovi povezani jedino sa izvornim &voro-
vima, dok su grane koje medusobno povezuju &vorove koji
nisu izvorni eliminisane. Ovakav graf je ekvivalentan pola-
znom u smislu da promenljive x;, i=1,2,...,n, pridruZene
dvorovima imaju identi¢ne vrednosti u oba grafa. Ovo znaci
da prenosi #; grana, koje nisu eliminisane navedenim postu-
pkom, u stvari predstavljaju prenose puteva od izvornih
&vorova do ostalih &vorova polaznog grafa, ime je pretho-
dno postavljeni zadatak reSen.

Dijagram toka predloZenog algoritma, na osnovu koga se
moZe neposredno formirati radunarski kod, prikazan je na
slikama 5 i 6. Radi lak§eg pradenja toka, brojevima u za-
gradama oznadene su odgovarajuce tacke (koraci) opisanog
algoritma.
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Slika 5. Dijagram toka algoritma - 1. deo

sasees (5)
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ltik*’tik"'-r'tijl

1eanses (11)

veseces (12)

reecesee (13)

Slika 6. Dijagram toka algoritma - 2. deo

Simboli¢ko reSavanje grafova protoka

Opisani algoritam namenjen je grafovima, kod kojih
prenosi svih grana imaju konkretne broj¢ane vrednosti (re-
alni ili kompleksni brojevi). U slu€aju dinami¢kog linear-

nog sistema, kada prenosi u opStem sludaju predstavljaju
prenosne funkcije, rezultat redukcije treba da budu prenos-
ne funkcije koje odgovaraju putevima izmedu ulaznih i iz-
laznih (specificiranih) ¢vorova sistema. One se mogu dobiti
ukoliko se opisani algoritam primeni simbolicki.

Simboli¢ko resavanje grafa podrazumeva da se prenosi
grana ne unose kao konkretne brojéane vrednosti, ve¢ kao
literali (stringovi, nizovi znakova), koji sadrZze odredene
znakove. Ti literali mogu biti imena prenosnih funkcija ili
¢ak njihovi kompletni zapisi (§to treba izbegavati, jer sma-
njuje preglednost rezultata). Umesto operacija nad broje-
vima, vise se operacije nad literalima - nadovezuju jedan na
drugi po odgovarajuéem redosledu, a izmedu njih se umeéu
simboli za aritmeti€ke operacije (sabiranje, mnoZenje, de-
ljenje).

U prilogu je dat listing programa pisanog radunarskim
jezikom BASIC, koji simboli¢ki refava graf protoka proiz-
voljnog linearnog dinamickog sistema. Simbol "&" oznada-
va sabiranje stringova. Karakteri (znakovi) iza znaka uzvika
(1) predstavljaju komentar. Slede¢i primer ilustruje rad ovog
programa.

Primer: Prenosi grana grafa prikazanog na sl. 1 unose se
u obliku sledeéih literala: "t12", "t283","t25", "(t34)1",
"(t34)2", " (t34)3", "t49", "tb6", "t67", "t68", "t75",
"t89", "19,10". Prenos od izvornog &vora 1 do izlaznog
&vora 10 program prikazuje u obliku:

T(1,10)=((t12)*(t23)*((t34) 1-+(134)2+(t34)3)*(t49)+
(112)*(125)/(1-(155))*(t56)*(168)+(t12)*(t25)/ (1-(t55))
*(t56)* (167)/(1-(t75)/(1-(155))*(t56)*(t67))*(t75)/(1-
(t55))*(156)* (168))*(189))*(19,10)

ReZenje prepisano u preglednijem obliku glasi:
[ ] tatasts6tes
Tiio = {fiat23l(t3a)1 + (t3a)2 + (3a)3 Jtag + (=5 ;
—i55
tatostset t tseleg
4 latastseter | 75 L5668y 1oVt 10
I-tss | _Izslseler 1-ts5
1—‘t55

+

Zakljucak

Predstavljeni algoritam omogucuje efikasno i jednostav-
no reSavanje grafova protoka, koji nemaju jedini¢nih petlji.
Znatajna prednost ovog algoritma je Sto se moZe realizovati
simboligki, tako da daje prenose grafova u opstem obliku,
§to je narotito bitno za grafove dinamickih sistema. Ukoli-
ko graf ima jedini¢nih petlji, za odredivanje prenosa moZe
se upotrebiti na primer Masonova formula [4], koja je ra-
dunski znatno obimnija i nepogodna za simboli¢ko reSava-
nje grafova.
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PRILOG:Listing BASIC programa za simboli¢ko
reSavanje grafova protoka

10 DIM t$(20,20)[800],T_$(800),s(20)

20 PRINT "UNETI BROJ CVOROVA, BROJ
IZVORNIH CVOROVA | BROJ GRANA"

30 INPUT n,m,b

35 1 Anuliranje varijabli za unos podataka

40 FORi=1TOn

50 s(i)=0

60 FORj=1TOn

70 t$(i,j)=""

80 NEXTj

90 NEXTi

100 PRINT "UNETI BROJEVE IZVORNIH
CVOROVA"

105 1 Unose se brojevi izvornih évorova i statusima
izovrnih &vorova dodeljuje vrednost 1

110 FOR k=1 TO m

120 INPUT i

130 s(i)=1

140 NEXT k

150 PRINT "ZA SVAKU GRANU UNETI POCETNI,
ZAVRSNI CVOR | PRENOS GRANE (KAO
LITERAL)"

- 160 FOR k=1TO b

165 | Zadaje se pocetni, zavrsni &vor i prenos svake
grane

170 INPUT i,,T_$

1751 U toku samog unosenja podataka sabiraju se
prenosi paralelenih grana

180 IF 1$(i,j)<>"" THEN
1$(1,))=t$(i,)) &"+"&T_$

190 IF t$(i,j)="" THEN t$(i,j)=T_$

200 NEXT k

210 FORi=1 TOn

220 FORj=1TOn

235 | Korektan simboli¢ki zapis prenosa grafa zahteva
da se prenosi grana pidu u zagradama

230 IF t$(i,j)<>"" THEN
15(1,)="("&1$(i,j)&")"

240 NEXTj

250 NEXTi

255 | EliminiSu se sve petlje (linije 260-330)

260 FORj=1TOn

270 IF t$(j,j)="" THE NEXT j

280 T_$="(1-"&t$(,)&""

290 t$(j,j)="“

300 FORi=1 TOn

310 IF t$(i,j)<>"" THEN
18(1,))=t$(,) &"/"&T_$

320 NEXT i

330 NEXT j

340 FORj=1TOn

345 | Trazi se &vor Koji nije izvorni

350 IF s(j)<>0 THEN NEXT j

355 ! EliminiSu se grane koje polaze od &vora koji nije
izvorni

360 FOR k=1TOn

370 T_$=t$(j,k)

380 t$(j,k)=""

390 FORi=1 TOn :

400 IF t$(i,k)="" AND T_$<>"" AND t$(i,j)<>"" THEN
t$(i,k)=t$(i,)) &"*"&T_$

410 IF t$(i,k)<>"" AND T_$<>"" AND t$(i,j)<>"" THEN
18(i,k)="("&t$ (i, k) &"+"&t$(i,j) &"*"&T_$&")"

420 NEXT i ,

425! Proverava se da li je eliminacijom grana nastala
petlja. Ako jeste, ona se eliminiSe

430 IF t$(k,k)=""THEN NEXT k

440 T_$="(1-"&t$(k,k)&")"

450 t$(k,k)="" '

455 FORp=1TOn

460 IF t$(p,k)<>"" THEN t$(p,k)=t$(p,k)&"/"&T_$

470 NEXT p

480 NEXT k

490 NEXT j

505 ! Ispisuju se prenosi od izvornih do ponornih &vo-
rova

500 PRINT "REZULTATE"

510 FORi=1TOn

520 FORj=1TOn

530 IF t$(i,j)="" THE NEXT j

540 PRINT "T(%i;","j;")="18(i,j)

550 NEXT j

560 NEXT i

570 END
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